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31 Einleitung
1.1 Einführung
Die Bewegungsanalyse ist eine der zentralen Aufgaben der Biomechanik. Besondere Bedeu-
tung kommt dabei der Rekonstruktion von menschlichen Bewegungen des täglichen Lebens
aus gemessenen Daten zu, beispielsweise zur Diagnose von Pathologien der Bewegung, Er-
folgskontrolle von Behandlungsmethoden derselben, oder aber zur Auswahl geeigneter Re-
habilitationsmaßnahmen nach einer Diagnose. Nichtinvasive Methoden sind besonders her-
vorzuheben, da sie auch bei keinem Verdacht auf eine schwerwiegende oder sogar lebensbe-
drohende Störung ethisch vertretbar sind.
Das Studium der Kinematik und Dynamik der Wirbelsäule rückte dabei schon recht früh
ins Zentrum des Interesses, mit der Arbeit von Hess und Lombard (1958), in der anhand
eines einfachen Modells der Wirbelsäule als elastischer Stab die Dynamik des Oberkörpers
eines Piloten, der den Schleudersitz betätigt, untersucht wurde. Es folgte eine lange Reihe
von Arbeiten über die Wirbelsäule aus biomechanischer Sicht, von ähnlich vereinfachten
Modellen, über detaillierteren Mehrkörperformulierungen, bis zu hochauflösenden Finite-
Elemente-Methode-Modellen, die in dieser Arbeit unter dem Stichwort „Rekonstruktion und
Darstellung der Wirbelsäulenlinie“ zusammengefasst werden.
In den 90er Jahren des letzten Jahrhunderts schien sich die Erkenntnis durchzusetzen, dass
das Studium der Dynamik und Kontrolle des Oberkörpers integraler Bestandteil der Gang-
analyse sein sollte. Legt man Augenmerk auf die Vereinfachung der Wirbelsäule zu einem
geometrischen Objekt wie einer Kurve oder mehrerer Kurvenstücke, so bietet sich die Ge-
legenheit, Funktion und Eigenart der Wirbelsäule und der ihr umgebenden anatomischen
Einheiten des Oberkörpers zu klinischen Indizes in Form weniger Kennzahlen zu konden-
sieren, wie Don u. a. (2012) anmerken. Der Autor macht sich die Auffassung dieser Autoren
zu eigen, dass die Bestimmung von solchen Indizes drei Kriterien erfüllen sollte:
1. Validität der Messtechnik zur Bestimmung, vorzugsweise anhand radiologischer Ver-
gleichsmessungen.
2. Einfachheit der Handhabung und Kosteneffizienz im klinischen Alltag.
3. Klinische Bedeutsamkeit der gemessenen Parameter.
Zur Herleitung von solchen Indizes zur Funktion des Oberkörpers aus Messungen der Gang-
analyse gibt es ermutigende Erfahrungen für eine Gruppe von hemiparetischen Apoplex-
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Patienten auf Basis eines einfachen Modells zur Kennzeichnung des sogenannten Pusher
Syndroms, siehe Danells u. a. (2004) und Hefter u. a. (2009). Es scheint nützlich, verein-
fachte Modelle zur Rekonstruktion der Wirbelsäulenlinie weiter zu erforschen, um weitere
solche Indizes definieren zu können.
Don u. a. (2012) stellen fest, dass die Vermessung eines Patienten mithilfe von auf der Haut
an speziellen anatomischen Orientierungspunkten aufgebrachten Markern, im Folgenden nur
noch Hautmarker genannt, und die stereophotogrammetrische Bestimmung ihrer Position
eine Art Goldstandard in der nichtinvasiven Bewegungsanalyse darstellt. Bemühungen, ein
vereinfachtes Wirbelsäulenmodell auf Basis von Splinekurven in diese Methodik mit aufzu-
nehmen, gab es schon in den späten 80er Jahren, in der Arbeit von Bryant u. a. (1989). Es
muss wiederum überraschen, dass es eine kleine Zahl an Arbeiten gibt, die diesen Ansatz
fortführen, diese jedoch auf die Bestimmung der Wirbelsäulenhaltung in der Sagittalebene
beschränkt sind. Die zentrale Idee der vorliegenden Arbeit ist daher, eine Methode zu ent-
wickeln, die ein dreidimensionales Spline-Kurvenmodell aus Hautmarkerpositionen ableitet,
die dem Problem der Hautartefakte speziell Rechnung trägt. Dieses Modell wird im weite-
ren Text, das „symbolische kontinuierliche Wirbelsäulenmodell“, oder kurz symbolisches
Wirbelsäulenmodell, genannt.
1.2 Strukturierung der Arbeit
Im folgenden Kapitel wird der Stand der Technik in der Darstellung und Rekonstruktion der
Wirbelsäulenlinie anhand der einschlägigen Literatur dargelegt. Aus dem Stand der Technik
wird die Zielsetzung für diese Arbeit abgeleitet. In Kapitel 3 werden die mathematischen
Objekte und Methoden erläutert, die in Kapitel 4 benutzt werden, um ein symbolisches, kon-
tinuierliches Wirbelsäulenmodell zu definieren und an gemessene Markerdaten anzupassen.
Experimente zur Evaluierung dieses symbolischen Wirbelsäulenmodells werden in Kapitel
5 behandelt. Im Schlußkapitel 6, wird ein Fazit gezogen und weitere Schritte für die Zukunft
vorgeschlagen.
52 Methoden für die Darstellung und Rekonstruktion der
Wirbelsäulenlinie
In diesem Kapitel wird ein Überblick über die Methoden zur Darstellung der Wirbelsäulen-
linie die sich in der Literatur finden gegeben - als Darstellung des Stands der Technik. Es
werden nur solche Methoden erwähnt, die im biomechanischen Kontext gebraucht werden,
insbesondere zur numerischen und quantitativen Analyse der Funktion der Wirbelsäule. Die
Methoden werden dabei aufgeschlüsselt in vereinfachte geometrische Darstellungen, Mehr-
körperformulierungen der Wirbelsäule bzw. funktional-anatomische Modelle, sowie Metho-
den unter Gebrauch der Finiten-Elemente-Methode. Für die eher klinisch interessierten Le-
ser sei auf die medizinische Fachliteratur verwiesen, insbesondere auf Louis und Goldstein
(1983), Wilson (1983) sowie Putz und Pabst (2000).
2.1 Vereinfachte geometrische Darstellung
In diesem Abschnitt werden Methoden zur Darstellung und Rekonstruktion der Wirbelsäu-
lenlinie erläutert, denen vereinfachte geometrische Objekte zugrundeliegen. Gemeinsames
Merkmal der hier erwähnten Methoden ist die geringe Anzahl von Freiheitsgraden gegen-
über einer detaillierten anatomischen Beschreibung der Wirbelsäule.
2.1.1 Cobb-Winkel und Fergusonmethode
Die Cobb-Winkel-Methode, siehe Cobb (1948) und Keessen u. a. (1994), und die Ferguson-
Methode, siehe Ferguson (1930), sind die frühesten Verfahren zur Darstellung der Wirbelsäu-
lenlinie, auf die hier eingegangen wird. Sie sollen exemplarisch für eine Reihe von Indizes
für die klinische Evaluation von bestimmten Erkrankungen der Wirbelsäule stehen - hier:
Skoliose, Hyperlordose und Hyperkyphose - die mit einer abnormen Krümmung der Wirbel-
säule einhergehen. Diese Indizes basieren auf wenigen oder sogar einzelnen Winkeln oder
Krümmungsradien, in der Regel gemessen in radiologischen Aufnahmen in einer klinischen
Ebene. Für eine Übersicht über die weiteren gebräuchlichen „einfachen“ Indizes sei auf den
Übersichtsartikel Vrtovec u. a. (2009) verwiesen.
Bei der Cobb-Winkel-Methode zur klinischen Einschätzung von Skoliose wird in einem
frontalen Röntgenbild des einzuschätzenden Segments der Wirbelsäule von Hand die su-
periore Tangente am Wirbelkörper des superioren Endwirbels sowie die inferiore Tangente
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am inferioren Endwirbel dieses Segments bestimmt. Der Cobb-Winkel ist dann definiert als
der Winkel zwischen diesen beiden Geraden. Bei der Ferguson-Methode werden, ebenfalls
von Hand, in einem frontalen Röntgenbild, die Zentren der Wirbelkörper des superioren
Endwirbels, des zentralen Wirbels und des inferioren Endwirbels des zu begutachtenden
Segments der Wirbelsäule bestimmt. Der Ferguson-Winkel ist dann definiert als der Winkel
zwischen den Verbindungslinien inferior-zentral und zentral-superior. In der Regel bilden
Wendepunkte der Projektion der Wirbelsäule auf die Frontalebene die Anfangs- und End-
punkte der Segmente zur Einschätzung der Skoliose, die sogenannten Wendewirbel. Ein ent-
sprechendes Konzept wird Bestimmung zur von Lordose und Kyphose benutzt, siehe Drerup
und Hierholzer (1986) und Drerup u. a. (1997). Bei der Cobb-Winkel-Methode zur klini-
schen Einschätzung von Skoliose wird in einem frontalen Röntgenbild des einzuschätzenden
Segments der Wirbelsäule von Hand die superiore Tangente am Wirbelkörper des superio-
ren Endwirbels sowie die inferiore Tangente am inferioren Endwirbel dieses Segments be-
stimmt. Der Cobb-Winkel ist dann definiert als der Winkel zwischen diesen beiden Geraden.
Bei der Ferguson-Methode werden, ebenfalls von Hand, in einem frontalen Röntgenbild, die
Zentren der Wirbelkörper des superioren Endwirbels, des zentralen Wirbels und des inferio-
ren Endwirbels des zu begutachtenden Segments der Wirbelsäule bestimmt. Der Ferguson-
Winkel ist dann definiert als der Winkel zwischen den Verbindungslinien inferior-zentral
und zentral-superior. In der Regel bilden Wendepunkte der Projektion der Wirbelsäule auf
die Frontalebene die Anfangs- und Endpunkte der Segmente zur Einschätzung der Skolio-
se, die sogenannten Wendewirbel. Ein entsprechendes Konzept wird Bestimmung zur von
Lordose und Kyphose benutzt, siehe Drerup und Hierholzer (1986) und Drerup u. a. (1997).
Für die Cobb-Methode und die modifizierte Cobb-Methode gibt es eine Reihe von Arbeiten
zur semiautomatischen und vollautomatischen Bestimmung aus radiologischen Aufnahmen,
siehe beispielsweise Dutton u. a. (1989), Shea u. a. (1998) und Chockalingam u. a. (2002).
In diesen Quellen wird eine hervorragende Reliabilität der automatischen Bestimmung und
eine ausgezeichnete Übereinstimmung mit der manuellen Methode angegeben.
2.1.2 Verbundene Segmente
Unter der Darstellung der Wirbelsäule durch verbundene Segmente versteht man heute im
engeren Sinne die Herangehensweise von Arbeiten wie Crosbie u. a. (1997), Syczewska u. a.
(1999) und Frigo u. a. (2003), bei denen reflektierende Marker auf die Haut über den hinteren
Wirbelfortsätzen an ausgewählten Wirbeln aufgebracht werden. Diese werden dann durch
Stereophotogrammetrie, siehe Cappozzo u. a. (2005), oder Videokameras erfasst und rech-
nergestützt ausgewertet. Die vereinfachte Darstellung der Wirbelsäule ergibt sich dann durch
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die Verbindungslinien der gemessenen Positionen dieser Hautmarker als zwei- oder dreidi-
mensionale stückweise lineare stetige Kurven. Dieses Konzept kann bis zu Gregersen und
Lucas (1967), Thurston und Harris (1983) und Pearcy u. a. (1987) zurückverfolgt werden.
Verbundene Segmente in Verbindung mit Stereophotogrammetrie sind für die Begutachtung
von allgemeinen Bewegungen des Oberkörpers, wie z.B. in Lee u. a. (2009) dargelegt, von
Interesse. Die stereophotogrammetrische Methode an sich, in Verbindung mit verschiedenen
biomechanischen Modellen, stellt laut Don u. a. (2012) eine Art goldener Standard für die
nichtinvasive Bewegungsmessung dar. Bisweilen steht dabei die Wirbelsäulenrekonstrukti-
on per se für die Darstellung der Dynamik des gesamten Oberkörpers, oder zumindest ist sie
eine zentrale Aufgabe darin, wie man dem Übersichts- und Vergleichsartikel Leardini u. a.
(2009) entnehmen kann.
Der Ansatz der verbundenen Segmente wurde auf Modelle mit mindestens drei Markern oder
Markertriaden pro Segment verallgemeinert, siehe Konz u. a. (2006), Preuss und Popovic
(2010) und Morgenroth u. a. (2010), um auch die Rotation der Segmente um ihre longitu-
dinale Achse erfassen zu können. Dabei wird nicht mehr davon ausgegangen, dass die Seg-
mente an den Markerpositionen gelenkig verbunden sind, sondern es werden Gelenkszentren
auf Basis von anatomischen Gegebenheiten und der kinematischen Analyse der Markerbe-
wegungen bestimmt. Insbesondere ist der Ansatz von Konz u. a. (2006) herauszustellen, der
eine zusätzliche starre Verbindung der Markerpositionen zur vermuteten optimalen Lage der
Segmente innerhalb der Wirbelkörper bzw. Bandscheiben vorsieht.
Eine Alternative zur optischen Messung von Hautmarkern stellt die Verwendung von me-
chanischen Messeinrichtungen wie Goniometern, siehe Dopf u. a. (1994) und Needham u. a.
(2012), Trägheitssensoren, siehe Goodvin u. a. (2006) und Wong und Wong (2008), oder
anders ortbaren Sensoren wie in Yang u. a. (2008) dar. Ein Vorteil insbesondere der Träg-
heitssensoren ist dabei, dass diese Sensoren nicht frei sichtbar sein müssen und sich z.B.
für Langzeitmessungen unter der Kleidung eignen. Allen diesen Messungen durch auf die
Haut aufgebrachten Sensoren oder Markern ist jedoch gemein, dass nicht direkt die Position
oder Bewegung der Wirbelsäule gemessen wird, sondern das auch Relativbewegungen der
zwischen Wirbelsäule und Markern/Sensoren befindlichen Haut und Weichteilen zur Wir-
belsäule mit in die Messung eingehen. In ihrer aktuellen Übersichtsarbeit zum Stand der
Technik der instrumentellen Messung der Wirbelsäulenfunktion, Don u. a. (2012), kommen
die Autoren zu dem Ergebnis, dass dieses „Problem der Hautartefakte“ die bedeutsamste
Störgröße für die oben genannten Formen der nichtinvasiven Rekonstruktion der Wirbelsäu-
lenlinie darstellt. In derselben Arbeit treffen die Autoren die Aussage, dass Modelle, die auf
wenigen verbundenen Segmenten basieren, eine starke Vereinfachung vornehmen. Bewe-
gungen innerhalb des durch ein Segment definierten Abschnitt würden nicht berücksichtigt.
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Die Autoren geben daher den Wunsch an, Modelle mit flexiblen Segmenten zu entwickeln,
oder die Wirbelsäule in Gänze als deformierbaren Körper zu modellieren.
2.1.3 Kurvenbasierte Modelle
Unter kurvenbasierten Modellen wird in diesem Abschnitt der Ansatz verstanden, die Wir-
belsäule als ganzes oder in Teilen als glattes Kurvenstück, siehe auch Kapitel 3 darzustellen.
Als einen ersten Ansatz in dieser Richtung kann man die Modellierung der Wirbelsäule als
Bogen bzw. Bogengewölbe wie in Aspden (1989) verstehen. In dieser Arbeit wird ein gene-
rischer Bogen als Modell für die Wirbelsäule eingeführt, um Lasten insbesondere im unteren
Lumbarbereich als Reaktionskräfte vorhersagen zu können. Diese Arbeit wird häufig in der
Sekundärliteratur als erster Ansatz zur Modellierung der globalen Wirbelsäulenfunktionen
angesehen, im Gegensatz zu Modellen, die nur ein einzelnes Segment wie den Lumbarbe-
reich oder Zervikalbereich betrachten, siehe Vrtovec u. a. (2009) und Don u. a. (2012). Die
Modellierung der Wirbelsäule als elastischer Stab geht bis auf Hess und Lombard (1958)
und Terry und Roberts (1968) zurück und wurde kürzlich von Lotz u. a. (2012) und O’Reilly
und Peters (2011) fortgeführt. Das Konzept der Wirbelsäule als Kontinuum kann als ein geo-
metrisches Verfahren verstanden werden, die Wirbelsäule als Kurve aufzufassen.
Eine konsistente, vollständige Methodik zur Beschreibung der gesamten Wirbelsäule als geo-
metrische Kurve findet sich in Stokes (1994). Dieser Artikel greift verschiedene frühere Kon-
zepte zur Beschreibung der Geometrie der Wirbelsäule auf und ordnet sie in ein Gesamt-
konzept, das auf die Beschreibung abnormer Krümmungen der Wirbelsäule zugeschnitten
ist. Zentrales Objekt ist die Wirbelkörperlinie, eine Kurve, die die Zentren der Wirbelkör-
per verbindet. Zur Beschreibung dieser Kurve werden dort die Euklidische Krümmung und
die Frenet’sche Torsion, siehe Kapitel 3, empfohlen. Die für die Cobb-Winkel-Methode und
Ferguson-Methode entscheidenden Wendewirbel werden ebenfalls auf Basis dieser Kurve
definiert. Der Artikel unterscheidet dazu zwischen der allgemeinen und der analytisch au-
tomatisierten Cobb-Winkel-Methode bzw. Ferguson-Methode. Der Artikel beinhaltet auch
eine Definition von globalen und lokalen Referenzsystemen auf Basis der Anatomie der
Wirbelsäule und darauf basierende weitergehende Definitionen der globalen und lokalen kli-
nischen Ebenen, sowie von Ebenen, die den Autoren zur Beschreibung der globalen Krüm-
mung und Ausrichtung der Wirbelsäule als am besten geeignet erscheinen. Dieses sind die
Ebene der besten Schmiegung und die Ebene der maximalen Krümmung. Der Ansatz, kur-
venbasierte Modelle auf Basis von optimal schmiegenden Ebenen zu analysieren wird in
Berthonnaud u. a. (2012) weiterentwickelt.
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Alternative Bezugskurven bzw. Linien in Röntgenaufnahmen sind die posteriore Wirbel-
körperlinie, Daffner u. a. (1987), die entlang der hinteren Wirbelmauer verläuft, sowie die
anteriore Wirbelkörperlinie, Denis (1983), entsprechend entlang der vorderen Wirbelmauer.
Sie werden insbesondere für die Diagnose von Brüchen der Wirbelsäule und ihrer Ätiologie
begutachtet. Eine weitere Referenzkurve ist durch die Spitzen der hinteren Fortsätze der Wir-
belkörper gegeben, die Spinale-Fortsätze-Linie, siehe Turner-Smith u. a. (1988). Sie spielt in
der Rekonstruktion der Wirbelsäulenkonformation aus Rasterstereographie, siehe unten, eine
zentrale Rolle.
Kurvenbasierte Modelle wurden vielfach aus bildgegebenden Verfahren wie Computertomo-
graphie (CT), Magnetresonanztomographie (MRT), oder Röntgenaufnahmen rekonstruiert.
Die Autoren Harrison u. a. (1998) geben eine Methode an, eine Ellipse an die Röntgenauf-
nahme der Lumbarlordose individueller Patienten und Probanden anzupassen. Sie zeigen,
dass diese Form - in diesem Fall die expliziten Parameter der beiden Radien der Ellipsen
- genauer zwischen Patienten mit chronischen Rückenschmerzen im Lendenwirbelbereich
und asymptomatischen Probanden unterscheiden kann, als die modifizierte Cobb-Methode
und Ferguson-Methode. Entsprechende Ergebnisse geben Harrison u. a. (2004) für die Hals-
wirbelsäule, auf Basis von Kreis- und Ellipsenanpassung an. In Vrtovec u. a. (2008) werden
polynomielle Raumkurven vierter und fünfter Ordnung mithilfe der Methode der kleins-
ten Quadrate, siehe Björck (1996), an von Hand aus CT-Bildern bestimmten anatomischen
Orientierungspunkten angepasst. In der Arbeit Hay u. a. (2009) wird gezeigt, dass diese Me-
thode, angewendet auf den Wirbelkanal und verbunden mit einer Analyse der euklidischen
Krümmung und Frenet’schen Torsion der ermittelten Kurve, zwischen asymptomatischen
Testpersonen und Patienten mit Schmerzen im Lumbarbereich unterscheiden kann.
Ebenso wurden Splinekurven zur Darstellung der Wirbelsäulenlinie erforscht. So wurden
beispielsweise B-Splinekurven, siehe Kapitel 3.2, zur Evaluierung der Skoliose an biplana-
re Röntgenaufnahmen angepasst, siehe Berthonnaud und Dimnet (2007). Die Möglichkeit,
eine Splinekurve an sagittale Aufnahmen anzupassen wird in Yang u. a. (2007) beschrie-
ben. Um den Übergang solcher Kurvenmodelle auf Bewegungsmessungen zu untersuchen,
haben die Autoren Ranavolo u. a. (2012) eine Korrelationsanalyse durchgeführt, zwischen
polynomiellen Kurven, die an Hautmarkerpositionen angepasst wurden und Kurven, die an
Referenzpunkten innerhalb der Wirbelsäule angepasst wurden. Diese Referenzpunkte wur-
den in Röntgenaufnahmen von Hand bestimmt. Die Autoren kommen zu dem Schluß, dass
polynomielle Kurven fünfter Ordnung eine ausreichende Korrelation zwischen Hautmarker-
positionen und Kurvenanpassung an die Röntgenaufnahmen garantieren, wobei sich diese
Analyse auf die Sagittalebene beschränkt. Bereits Bryant u. a. (1989) haben eine Methode
vorgeschlagen, die die Position der Wirbelkörper in der Sagittalebene aus videographisch
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erfassten Hautmarkerpositionen auf Basis kubischer Splinekurven schätzt. Diese Autoren
nehmen eine konstante Differenzkurve zwischen der Zielkurve und einer kubischen Splinein-
terpolation der Hautmarkerpositionen an, die ebenfalls als kubische Splinekurve dargestellt
wird. Ein Ansatz, diese sogenannte Relation zwischen Hautoberflächenkurve und Wirbel-
säulenkurve in der Sagittalen patientenspezifisch auszuwerten, wurde in Berthonnaud u. a.
(2010) angegeben. Die Verallgemeinerung einer solchen Methode auf Raumkurven, um die
Lage der Wirbelsäule dreidimensional in der Bewegung aus gemessenen Hautmarkerposi-
tionen zu schätzen, steht noch aus. Ebenso wurden B-Splinekurven mit wenigen Segmenten
als Möglichkeit beschrieben, das Schwingungsverhalten der Wirbelsäule unter Erregung zu
modellieren, wie sie beim Führen eines Kraftfahrzeugs oder Flugzeug durch den Sitz auf
den Körper auftritt, siehe Valentini (2012). Dieser Ansatz verleiht Splinekurven elastische
Eigenschaften und behaftet sie mit Massepunkten, die sogenannten D-Splines, um Bewe-
gungsgleichungen für Splinekurven aufzustellen, siehe auch Qin und Terzopoulos (1996)
und Theetten u. a. (2008). In der zitierten Arbeit von Valentini beschränkt sich die kinemati-
sche Analyse dabei ebenfalls auf Bewegung in der Sagittalebene, wiewohl der Autor angibt,
dass sich das Prinzip auch auf allgemeine dreidimensionale Bewegungen anwenden lässt.
Eine weitere Methode ist die Rekonstruktion der Wirbelsäulenlinie mittels Rasterstereogra-
phie, siehe Frobin und Hierholzer (1983) und Drerup und Hierholzer (1994). Dazu wird die
Topographie des Rückens einer Zielperson über die Projektion eines Streifenmusters mittels
zwei Kameras bestimmt. In der oben zitierten Version dieser Methode ist die Wirbelsäulenli-
nie durch die Folge der Positionen der hinteren Dornenfortsätze gegeben. Am angegebenen
Ort wird auch eine Methode angegeben, die Rotation der Wirbel aus der Topographie des
Rückens zu rekonstuieren. Die Methode wurde speziell für die Begutachtung der Skoliose
entworfen, siehe auch Hierholzer und Hackenberg (2002). Um eine kompaktere mathemati-
sche Darstellung als durch eine Punktefolge zu haben, wurden verschiedene Kurvenmodelle
an die ermittelten Positionen der Dornfortsätze angepasst. Zu erwähnen sind insbesondere
sinusoide Kurven, Drerup und Hierholzer (1996), und polynomielle Kurven, siehe beispiels-
weise Berryman u. a. (2008). Erst kürzlich wurde gezeigt, dass auch dynamische Messungen
von anatomischen Orientierungspunkten mithilfe der Rasterstereographie möglich sind, sie-
he Betsch u. a. (2013), mit vergleichbarer Präzision wie bei Stereophotogrammetrie. Aller-
dings ist die Position der Zielperson und ihre Haltung in diesem Verfahren auf einen kleinen
Ort beschränkt.
Zusammenfassend kann man sagen, dass vereinfachte geometrische Modelle der Wirbelsäule
mit dem Ziel entwickelt werden, eine kompakte und abstrakte mathematische Beschreibung
der anatomisch komplexen menschlichen Wirbelsäule zu erlangen, die wesentliche Eigen-
schaften der Wirbelsäule in Funktion und Eigenart - möglichst korrekt - wiedergibt. Sie
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kommen vor allem zum Einsatz, um globale anatomische oder kinematische Eigenschaften
der Wirbelsäule und ihrer Funktion makroskopisch zu untersuchen. Das Bestreben ist dabei
häufig, diese Eigenschaften in einer einzelnen Zahl, als klinischen oder biomechanischen
Index, zu komprimieren. Die vereinfachten geometrischen Darstellungen sind dabei die frü-
hesten hier angegebenen Methoden.
2.2 Mehrkörpermodelle der Wirbelsäule
Unter einer Mehrkörperformulierung der Wirbelsäule wird in diesem Abschnitt der Ansatz
verstanden, einzelne Wirbelkörper als Starrkörper zu modellieren, sowie die Angabe einer
kinematischen Beziehung für Relativbewegungen der Wirbelkörper zueinander. Diese kine-
matische Beziehung wird als Modell für die Funktion sowohl der Bandscheiben und Facet-
tengelenke, über die die Wirbelkörper artikuliert sind, als auch der umgebenden Ligamente
und Muskeln, siehe White und Panjabi (1990), verstanden. Dabei können sich Mehrkör-
permodelle auf sämtliche sieben Halswirbel (Abk. C1-C7), zwölf Brustwirbel (Th1-Th12),
fünf Lendenwirbel (L1-L5), Kreuzbein mit fünf verschmolzenen sakralen Wirbeln (S1-S5)
und bis zu fünf kokzygeale Wirbel (Co1-Co3, Co4, Co5) erstrecken, oder sich auf wenige
Bewegungssegmente beschränken. Erste Ansätze finden sich in den Arbeiten Panjabi und
White III (1971), Panjabi (1973) und Schultz und Galante (1970) auf Basis mechanischer
Beschreibungselemente wie Feder/Dämpfereinheiten oder anderen elastischen Körpern.
Die einfachste in der Literatur beschriebene Annahme für die Relativbewegung zwischen
zwei Wirbeln ist die Realisierung der Kinematik als Kugelgelenk wie in De Zee u. a. (2007),
ein Ansatz, der bis auf Putz (1981) zurückgeht. Das Modell umfasst neben der Formulie-
rung der Wirbel als generische Körper auch Modelle einzelner Muskelgruppen, wahlweise
als einfache lineare Elemente, Elemente mit Zwischenpunkten oder umhüllte Elemente aus
mehreren Fasern. Dieses Streben, die funktionelle Anatomie der Wirbelsäule und mit ihr
verbundene Einheiten wie Muskelgruppen und Ligamente möglichst getreu abzubilden, ist
charakteristisch für moderne Mehrkörperformulierungen, siehe z.B. Han u. a. (2012).
Die Realisierung der Artikulation zweier angrenzender Wirbel durch die Bandscheibe zwi-
schen ihnen als Kugelgelenk, die sogenannte funktionelle Wirbelsäuleneinheit (functional
spine unit, FSU), ist seit der Anfangszeit der Mehrkörpermodelle für die Wirbelsäule recht
populär, siehe z.B. Pearcy und Bogduk (1988). Sie wurde jedoch schon früh kritisiert in Hin-
blick auf unrealistische Eigenschaften der angenommenen Kinematik. So geben Stokes und
Gardner-Morse (1995) an, dass eine Realisierung der Artikulation als homogener Balken
eingeprägte Kräfte mit einem Ansatz der inversen Dynamik bis zu dreifach genauer vorher-
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sagt, als eine Geometrie, die auf Kugelgelenken basiert. Ebenfalls deuten Erfahrungen mit
Bandscheibenprothesen wie in García Vacas u. a. (2014) auf ein nicht physiologiegemäßes
Verhalten von Kugelgelenken zur Darstellung der Kinematik einer FSU hin. Dem entge-
gen geben De Zee u. a. (2007) eine gute qualitative Übereinstimmung der durch das Modell
geschätzten maximalen Extensionsmomente im Bereich L5/S1 für eine Gleichgewichtskon-
figuration mit vorher veröffentlichten experimentellen Studien an, siehe Hansen u. a. (2006).
Die Autoren erwähnen auch eine große Diskrepanz dieser maximalen Momente zwischen
verschiedenen Studien. Die Frage nach der Validität des Ansatzes über Kugelgelenke kann
also umstritten genannt werden.
Die Internationale Gesellschaft für Biomechanik (ISB) empfiehlt in einem Grundsatzpapier,
siehe Wu u. a. (2002), die Relativbewegung zwischen Wirbelkörpern einer FSU zur Bewe-
gungsanalyse in sechs Freiheitsgraden einer allgemeinen Festkörpertransformation zu be-
trachten. Sie beruft sich dabei auf die Arbeit von Panjabi u. a. (1976), in der die Relation
zwischen äusseren Kräften/Momenten und Translation/Rotation eines Wirbels durch eine
6× 6-dimensionale, symmetrische Steifigkeitsmatrix dargestellt wird. Dieser Ansatz wurde
vielfach weiter untersucht, siehe beispielsweise Stokes u. a. (2002), Gardner-Morse und Sto-
kes (2003) sowie Stokes und Gardner-Morse (2003). Ein wichtiges Konzept ist der Begriff
der neutralen Zone (NZ), ein Bereich - als Gebiet für die Gelenkkoordinaten - in dem eine ho-
mogene Steifigkeit für die FSU angenommen werden kann, siehe White und Panjabi (1990).
Das Gebiet außerhalb der neutralen Zone bis zum Anschlag wird elastische Zone (EZ) ge-
nannt. Die Autoren Christophy u. a. (2012) vereinfachen dieses Prinzip zu einer Bewegungs-
parametrisierung einer FSU mit drei Freiheitsgraden durch feste, lineare Kopplungen zwi-
schen Rotation und Translation und stellen ein generisches Modell in der Mehrkörpersimu-
lationssoftware OpenSim, siehe Seth u. a. (2011), zur Verfügung. Der Thoraxbereich wird
dabei als einzelner Starrkörper behandelt. Die Autoren rechtfertigen dies in den oben ange-
gebenen Quellen durch die große beobachtete Steifigkeit in diesem Bereich. Dieses Prinzip
der strikten Kopplung zwischen Rotation und Translation, findet sich auch in Morais u. a.
(2012). Die Autoren Abouhossein u. a. (2011) modellieren die Moment-Rotationsbeziehung
als allgemeinere Steifigkeitsfunktion, realisiert durch Splinefunktionen.
Die Reduktion der Freiheitsgrade von Relativbewegungen einer FSU ist insbesondere dann
von Interesse, wenn die Konfiguration der Wirbelsäule auf Basis eines Mehrkörpermodells
aus instrumentellen Messungen wie der stereophotogrammetrischen Bestimmung von Haut-
markerpositionen rekonstruiert wird. Bei sechs zugrundeliegenden Freiheitsgraden je Wirbel
wäre die Messung von drei Hautmarkern pro Wirbel in allgemeiner Lage nötig, siehe Panjabi
u. a. (1981). Eine vollständige Vermarkerung der Wirbelsäule ist aus Platzgründen z.B. im
Zervikalbereich nicht möglich, vgl. Roozmon u. a. (1993), während für den Lumbarbereich
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einige Arbeiten existieren, siehe Cerveri u. a. (2004a) und Mörl u. a. (2005). Ein weiteres
Problem besteht darin, dass sich die posterioren Wirbelfortsätze zwar gut für die Markerplat-
zierung eignen, da sie gut palpierbar sind und die Position von auf ihnen platzierten Markern
am wenigsten durch Hautbewegungen beeinflusst zu sein scheint. Dies gilt jedoch nicht für
die seitlichen Fortsätze oder andere Orientierungspunkte, siehe Labesse u. a. (1996), Zhang
und Xiong (2003) und Cerveri u. a. (2004b).
Wie wiederum Don u. a. (2012) anführen, ist aus Sicht der klinischen Praxis eine Metho-
de, mit möglichst wenig Hautmarkern auszukommen, erstrebenswert, da das Aufbringen der
Marker zeit- und damit auch kostenintensiv ist. Die Autoren Simonidis u. a. (2007) und Si-
monidis und Seemann (2009) schlagen zur Reduzierung der Freiheitsgrade und damit der
benötigten Marker für eine Bestimmung eines Mehrkörpermodells für die Wirbelsäule eine
Kinematik mit drei Freiheitsgraden pro Wirbel auf Basis eines Kugel- bzw. Ellipsoidgelenks
vor. Zusätzlich geben die Autoren eine lineare Beziehung zwischen den Gelenkkoordinaten
der Wirbel, hergeleitet aus dem Verhältnis der Bewegungsspielräume der FSU zueinander. In
der späteren Arbeit schlagen die Autoren ein Optimierungsverfahren auf Basis eines mini-
malen Energieaufwandes zur Reduzierung von Modellungenauigkeiten und Hautartefakten
vor, geben jedoch keine Validierung an. Die Autoren Ma u. a. (2008) schlagen ein statis-
tisches Verfahren auf Basis eines Bayes’schen Schätzernetzwerks vor, um aus der Position
von vier Hautsensoren auf die Position der Zentren und den Winkel in der Sagittalen der fünf
lumbaren Wirbel zu schließen. Sie geben eine hohe Pearson-Korrelation von 0,99 zwischen
vorhergesagten und radiologisch gemessener Bewegung an, sowie einen mittleren Fehler in
Rotation von −1, 45◦. Eine Verallgemeinerung dieser Methode auf ein dreidimensionales
Modell steht jedoch noch aus.
Die Korrelation von Modellen, die auf vollständige Platzierung von Hautmarkern im Lum-
barbereich beruhen, mit fluoroskopischen in-vivo Messungen der Gelenkswinkel wurde kürz-
lich von Hashemirad u. a. (2012) mit ca. 0.7 − 0.91 erklärter Varianz angegeben. Dies be-
deutet umgekehrt, dass bis zu 30% der von Hautmarkern geschätzen Bewegung auf Haut-
artefakten beruhen. Diese Autoren geben eine lineare Beziehung zwischen Hautmarker-
Bewegungen und Winkeln zwischen den Wirbeln an und bestätigen damit die Arbeiten von
Cerveri u. a. (2004b) und Mörl und Blickhan (2006). Die Reduktion dieser Hautartefak-
te mittels expliziter Modelle, statistischer Methoden oder Filtern wie Kalman-Filtern steht
vor einer Reihe von Problemen, die bislange ungelöst sind, siehe z.B. Leardini u. a. (2005)
und Wolf und Senesh (2011). Dies unterstreicht die Notwendigkeit, weitere Methoden zur
Hautartefakt-Reduktion zu erforschen.
Die Rekonstruktion von Mehrkörpermodellen aus bildgebenden Verfahren wie biplanaren
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Röntgenaufnahmen, siehe Boisvert u. a. (2008) und Moura u. a. (2011), ist ein weit erforsch-
tes Gebiet, da sie eine hohe Messgenauigkeit mit relativ niedrigen Kosten verbindet. Das
hohe Maß an Informationen, die aus solchen Bildern extrahiert werden können, erlaubt es,
grundsätzlich sechs Freiheitsgrade der Bewegung zwischen den beiden Wirbeln einer FSU
zu betrachten. Die oben erwähnten Arbeiten verwenden verschiedene Metriken für die Be-
wertung von Festkörpertransformationen um eine wahrscheinliche Konfiguration des soge-
nannten artikulierten Modells zu erhalten. Herauszuheben ist die Arbeit Moura u. a. (2009),
die in einem Zwischenschritt Splinekurven als kurvenbasiertes Modell für die Wirbelsäule
bestimmt, um dann eine wahrscheinliche Konfiguration für das allgemeine Mehrkörpermo-
dell der Wirbelsäule aus dieser Kurve zu schätzen. Dies schlägt eine direkte Brücke von den
im letzten Abschnitt beschriebenen vereinfachten geometrischen Modellen zu detaillierten
Mehrkörpermodellen.
Die Segmentierung von MRT- und CT-Bildern zur Identifizierung von Wirbelkörpern und der
übrigen funktionellen Einheiten der Wirbelsäule stellt auch eine Art Mehrkörpermodell dar.
In der Arbeit Juchem u. a. (2007) wird aus solchen segmentierten Bildern ein Mehrkörper-
modell für die Wirbelsäule abgeleitet. Die Autoren Gill u. a. (2012) benutzen segmentierte
CT Bilder und ein Mehrkörpermodell auf Basis des oben beschriebenen Steifigkeitsansatz
von Panjabi u. a. (1976), um die Registrierung von Ultraschallmessung zu CT zu realisieren.
Die Rekonstruktion von Mehrkörpermodellen oder zumindest kinematischen Informationen
aus 2D-Videofluoroskopie, siehe Breen u. a. (1989), wurde schon früh beschrieben und ste-
tig weiterentwickelt. Sie wurde auch mit dreidimensionalen radiologischen Messungen wie
CT kombiniert, siehe Cholewicki u. a. (1991), Zheng u. a. (2003) und Lam u. a. (2009). Ein
Vorteil dieser Methodik liegt darin, dass sie dynamische Informationen liefert und hinrei-
chend genau ist. Die Videofluoroskopie gilt wegen der geringen verwendeten Strahlendosis
als nichtinvasiv. Herausforderung der aktuellen Forschung ist dabei die Rekonstruktion von
dreidimensionalen Informationen aus der zweidimensionalen Messung. Die Autoren Zhang
u. a. (2013) schlagen darüberhinaus eine biplanare, dynamische Röntgenograhie zur räum-
lichen Analyse vor. Diese Entwicklung ist in einem sehr frühen Stadium, so dass an dieser
Stelle keine kritische Würdigung dieser Methode vollzogen werden soll.
Zusammenfassend stellen Mehrkörperformulierungen einen Kompromiss zwischen einer kom-
pakten Darstellung der Wirbelsäule und der umgebendenen anatomischen Strukturen und
einer möglichst detailgetreuen Abbildung der Wirbelsäule und ihrer Funktion dar. Dieser
Kompromiss erlaubt eine tiefergehende Analyse dieser Funktion und möglicher pathologi-
scher Abweichungen mit relativ geringem Rechenaufwand in Abgrenzung zur Darstellung
mit der höchsten Anzahl an Freiheitsgraden die in diesem Kapitel beschrieben werden soll.
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Ein anerkannter Goldstandard existiert derzeit in diesem Zusammenhang noch nicht.
2.3 Darstellungen auf Basis der Finite Elemente Methode
Die Finite Elemente Methode (FEM), siehe z.B. Zienkiewicz (1975), Zienkiewicz und Taylor
(2000) und Bathe (2002), ist eine numerische Methode zur Lösung von partiellen Differen-
tialgleichungen und Variationsproblemen in der Kontinuumsmechanik. Charakteristisch für
sie ist die Vereinfachung von mathematischen Beschreibungen von Materialeigenschaften
durch sogenannte Ansatzfunktionen bzw. Formfunktionen mit endlich vielen - a priori unbe-
kannten und daher zu schätzenden - Parametern. Intuitiv kann man die finiten Elemente als
Diskretisierung der Kontinua begreifen in kleine, homogene „Bausteine“, mit denen komple-
xe Einheiten aufgebaut werden können. Erste Anwendungen dieser Methode auf ingenieur-
wissenschaftliche Fragestellungen gab es in den 50er Jahren des letzten Jahrhunderts in der
Strukturanalyse von Baugruppen im Flugzeugbau, siehe z.B. Turner u. a. (1956). Die erste
Anwendung auf biomechanische Probleme geben Brekelmans u. a. (1972) mit der Analyse
von Materialeigenschaften einzelner menschlicher Skelettteile an.
Für die Anwendung auf die Modellierung der Wirbelsäule und ihrer Funktion ist die Abgren-
zung zu Mehrkörperformulierungen fließend. So geben Fagan u. a. (2002) in ihrem Über-
sichtsartikel zu FEM in der Wirbelsäulenanalyse viele der im letzten Abschnitt erwähnten
Mehrkörpermodelle als Beispiele für sogenannte „einfache Modelle der kompletten Wirbel-
säule“ an. Tatsächlich erfüllt eine Modellierung der Wirbelsäule durch Starrkörper und Fe-
derelemente wie in Aquino (1970) die formalen Kriterien für eine FEM-Anwendung. Prin-
zipiell ist auch die Modellierung der Wirbelsäule als D-Splines wie in Valentini (2012) eine
Beschreibung durch Formfunktionen in der Form der Basis-Splines. Daher wird in diesem
Abschnitt ein FEM-Ansatz dadurch charakterisiert verstanden, dass eine möglichst große
Anzahl an Freiheitsgraden und Detailtreue eingeschlossen ist. Als Referenz für dieses Maß
an Detailtreue sei die Arbeit von Belytschko u. a. (1974) genannt, in der eine einzelne FSU
mit einer axialsymmetrischen und horizontalsymmetrischen FEM-Formulierung zur Analyse
von Belastungszuständen einer Bandscheibe modelliert wird. Sie zeichnet sich durch das Be-
streben aus, gerade soviel Details in das Modell einzuschließen, dass die Analyse einzelner
Belastungszustände gerade noch in vertretbarer Zeit mit der zur Verfügung stehenden Hard-
ware ausgeführt werden kann. Diese Arbeit kann als erste Anwendung des FEM-Ansatzes in
der Wirbelsäulenmodellierung betrachtet werden.
Entsprechend der Entwicklung der Rechenkapazität moderner Computeranlagen stieg die
Anzahl an Details, die in akzeptabler Zeit analysiert werden kann, stark an. Dementspre-
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chend entwickelten sich die FEM-Modelle einzelner FSU mit starkem Fokus auf der Model-
lierung der Bandscheiben im Lumbarbereich stetig fort. Hier seien die Arbeiten von Shirazi-
Adl u. a. (1984), Shirazi-Adl u. a. (1986), Goel u. a. (1995) und Polikeit u. a. (2003) exem-
plarisch genannt. Ausgehend von solchen Modellen einzelner FSU wurden komplexere Mo-
delle ganzer Bewegungseinheiten entwickelt, wie in dem Lumbarbereich, siehe z.B. Breau
u. a. (1991), Eberlein u. a. (2004) und Shirazi-Adl (2006), dem Zervikalbereich, siehe z.B.
Kleinberger (1993), Kumaresan u. a. (1999) und Greaves u. a. (2008), oder den Lumbar- und
Thoraxbereich zusammen, siehe z.B. Shirazi-Adl und Parnianpour (2000) und Liebschner
u. a. (2003). Die oben genannten FEM-Modelle wurden dabei entweder aus dreidimensiona-
len Messungen an Kadavern mit Laserscannern oder aus bildgebenden Untersuchungen wie
MRT oder CT konvertiert und dienen als „generische“ Modelle.
Wegen der Ausrichtung der FEM an Materialeigenschaften und Kontaktkräften sind die An-
wendungen der FEM-Analyse auf die Biomechanik typischerweise durch Darstellung der
Wechselwirkung zwischen Konfiguration bzw. Bewegungen einzelner Segmente und der
Analyse der Lasten in den anatomischen Einheiten der Wirbelsäule gekennzeichnet. Häu-
fig ergänzen dabei FEM-Simulationen experimentelle Daten oder dienen deren Bestätigung.
Dies entspricht in Abgrenzung zu dem in dieser Arbeit verfolgten Ziel der makroskopischen
Wiedergabe der Wirbelsäule aufgrund weniger Messpunkte einer alternativen Vorgehens-
weise, in der die makroskopische Bewegung der Wirbelsäule als Ergebnis der Lösung in-
finitesimaler Zusammenhänge gewonnen wird. Da diese Ansätze ein eigenständiges For-
schungsgebiet mit vielen relevanten Beiträgen in der Literatur darstellen, beschränkt sich
dieser Abschnitt im weiteren auf die Benennung einiger wichtigen Anwendungen der FEM
im Zusammenhang mit der menschlichen Wirbelsäule.
Beispielhaft sind hier (1) Folgen von chirurgischen Eingriffen wie Fixierung einzelner FSUs,
siehe Chen u. a. (2001), Kovalenko u. a. (2011) und Chen u. a. (2012), oder Bandscheiben-
Prothetik, siehe z.B. Dooris u. a. (2001), Rohlmann u. a. (2005), und Womack u. a. (2011);
(2) allgemeine Instrumentierung der Wirbelsäule, siehe z.B. Goel u. a. (1988); (3) Analyse
pathologischer Veränderungen wie Osteoporose und Folgen derer Behandlung, siehe z.B.
Polikeit u. a. (2003) und Villarraga u. a. (2005), sowie (4) Veränderungen der Bandscheiben,
die zu Versagen oder Bandscheibenvorfällen führen können, siehe z.B. Lu u. a. (1996) und
Schmidt u. a. (2007).
Ein mittelfristige Ziel der FEM-Modellierung der Wirbelsäule ist, in-vivo Messungen zu
ersetzen, um die mit ihnen einhergehenden Komplikationen zu vermeiden. Langfristig be-
steht die Aussicht, patientenspezifische FEM-Modelle abzuleiten, um chirurgische Eingriffe
anzuzeigen, zu planen und ihre Folgen vorherzusagen, vgl. Fagan u. a. (2002).
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2.4 Zielsetzung der Arbeit
Ziel ist die Rekonstruktion der Wirbelsäulenlage bzw. -bewegung aus stereophotogramme-
trisch gemessenen Positionen von Hautmarkern. Während sich in der Literatur Ansätze fin-
den, ein detailliertes Mehrkörpermodell mit vielen Freiheitsgraden aus vielen Markerposi-
tionen zu rekonstruieren, soll hier ein Modell mit einer reduzierten Anzahl an Freiheits-
graden erstellt werden, das mit einer geringeren Anzahl an Hautmarkern geschätzt werden
kann. Ausgangspunkt dieses Ansatz ist, dass die Nutzung vieler Marker für ein Mehrkör-
permodell nicht per se zu einer genaueren Schätzung der Wirbelsäulenlage zu führen muss,
da aufgrund des Problems der Hautartefakte eine Verfälschung der Messergebnisse für die
einzelnen Wirbelkörper vorliegt, die zu falschen Vorhersagen führt. In den gebräuchlichs-
ten Modellen zur Vermarkerung des gesamten Körpers in der Bewegungsanalyse, wie etwa
Kingma u. a. (1996), vgl. auch Leardini u. a. (2009), sind dementsprechend wenige Marker
für die Wirbelsäule vorgesehen.
Die Arbeitshypothese für diese Arbeit ist, dass ein reduziertes Modell für die Wirbelsäulenli-
nie als deformierbare Raumkurve mit einem Konzept zur Kompensation von Hautartefakten
aus einer vergleichsweise geringen Anzahl an Hautmarkern geschätzt werden kann. Bei aus-
reichender Genauigkeit hätte dies wegen des geringeren Zeitaufwands zur Vermarkerung
große Vorteil für die Praxis.
Die Problemstellung dieser Arbeit ist daher wie folgt:
1. Es soll eine Methode bereitgestellt werden, um eine Spline-Raumkurve als Darstellung
für die Wirbelsäulenlinie an Hautmarkerpositionen anzupassen.
2. Diese Methode soll in der Lage sein, mögliche Hautartefakte zu kompensieren.
3. Die Methode soll aus möglichst wenigen Hautmarkern eine Schätzung der Wirbelsäu-
lenlinie angeben können.
4. Die Methode soll anhand von experimentell erhobenen Daten, die zu Bewegungen
bzw. Konfigurationen von klinischer Relevanz korrespondieren auf Machbarkeit über-
prüft werden. Dazu soll auch ein Vergleich mit radiologischen Aufnahmen vollzogen
werden.
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3 Methoden der Splinekurvendarstellung und des
Splinekurvenfittings
In diesem Kapitel werden die mathematischen Objekte und Methoden zusammengefasst,
die die Darstellung und Rekonstruktion der Wirbelsäulenlinie anhand von wenigen äußeren
Messungen von Hautmarkern erlauben. Dies sind die Differentialinvarianten einer allgemei-
nen Raumkurve, die Darstellung allgemeiner Raumkurven mithilfe von Splinefunktionen zur
Wiedergabe von deformierbaren Elementen in der Wirbelsäulenlinie, sowie die sequentielle
quadratische Programmierung zur Lösung von nichtlinearen Optimierungsproblemen.
3.1 Fundamentalgrößen einer Raumkurve
Grundlage für das in dieser Arbeit zugrundegelegte Modell der Wirbelsäulenlinie sind die
in den Lehrbüchern von Strubecker (1969), do Carmo (1976) und Struik (1988) dargestell-
ten geometrischen Invarianten, welche zur besseren Nachvollziehbarkeit hier wiedergegeben
werden.
3.1.1 Bogenlängen-Parameter
Nach do Carmo (1976) ist eine parametrische Cn-Raumkurve r(u) eine n-fach stetig diffe-
renzierbare Abbildung r : [a, b] → R3. Das Intervall [a, b] ⊂ R heißt ihr Parameterbereich,
das Bild r([a, b]) heißt Trajektorie der Kurve, die Variable u heißt Kurvenparameter.
Die Kurve r heißt regulär, falls der Betrag der Ableitung d
du
r(u) an keiner Stelle verschwin-
det, d.h.
||
d
du
r(u)|| > 0 ∀u ∈ ]a, b[,
sowie die rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen d
du
|u→a r(u) und ddu |u→b r(u) existieren und
ihr Betrag ebenfalls nicht verschwindet.
In dieser Arbeit wird eine Raumkurve interpretiert als vektorwertige Funktion
1r(u) = [1rx(u)
1ry(u)
1rz(u)]
T
von Koordinaten gewisser Punkte der Trajektorie von r(u) bezogen auf ein Referenzsystem
K1. Später wird dieses Referenzsystem K1 als körperfestes System gedeutet, welches fest
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mit dem Becken einer Person befestigt und sich mit Bezug auf ein ruhendes Weltsystem
bzw. Laborsystem K0 bewegt. Solange ein Referenzsystem, bezüglich dessen Koordinaten
ausgedrückt werden, nicht von Belang ist, wird im folgenden die allgemeine Schreibweise
ohne das Superskript benutzt.
r(a)
r(b)
r(u)
rx(u)
ry(u)
rz(u)
ex
ey
ez
K1
Abbildung 3.1: Trajektorie einer Raumkurve bezogen auf Referenzsystem K1
Die regulären Kurven sind dadurch ausgezeichnet, dass für sie der sogenannte natürliche
Bogenlängenparameter s (Weglängenparameter) sinnvoll eingeführt werden kann. Die geo-
metrische Bogenlänge s(u) einer solchen Kurve r(u) ist definiert als das Integral
s(u) :=
∫ u
a
||
d
du
r(u)||du, u ∈ [a, b]. (3.1)
Für reguläre Kurven ist dann auch die stetige Umkehrabbildung u(s) = s(u)−1 definiert und
man erhält die Parametrisierung der Kurve r(u) nach Weglänge durch die Verkettung
r : [0, s(b)]→ R3, s→ r(u(s)). (3.2)
Im folgenden wird mit r(s) stets die nach der Weglänge parametrisierte Kurve r(u) notiert
und mit r′(s) ihre Ableitung nach dem Bogenlängenparameter s. Es gilt ||r′(s)|| = 1. Da der
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Weglängenparameter damit implizit durch eine Differentialgleichung gegeben ist, die nur für
bestimmte Spezialfälle geschlossen analytisch lösbar ist, wird in der Praxis das Integral (3.1)
numerisch bestimmt und die Umkehrfunktion u(s) näherungsweise ermittelt. Für konkrete
Berechnungen in dieser Arbeit, wie für alle auf die Geometrie von Raumkurven bezogenen
Größen, wurden dafür die Methoden aus Tändl u. a. (2007) benutzt.
3.1.2 Begleitendes Dreibein und Theorie der Streifen
In diesem Abschnitt wird der Begriff des begleitenden Dreibeins erläutert, eingebettet in
die Theorie der Streifen nach Strubecker (1969). Durch ein begleitendes Dreibein können
die sogenannten intrinsischen Koordinaten einer Raumkurve definiert werden. Diese werden
weiter unten benutzt, um eine Metrik für die zu bestimmende Wirbelsäulenlinie einzuführen.
Sämtliche im weiteren betrachteten Raumkurven seien C2-regulär.
Nach Bishop (1975) ist ein begleitendes Dreibein entlang r(s) die Zuordnung eines Ko-
ordinatensystems K2(s) := {r(s), R(s)} zu s, dessen Ursprung in r(s) liegt und dessen
Drehmatrix R(s) = [ex ey ez] die Bedingung ex = t(s) erfüllt.
Eine abstrakte Methode, solche begleitende Dreibeine mathematisch abzuhandeln, ist die
Theorie der Streifen, siehe Strubecker (1969):
Sei r(s) eine nach der Weglänge parametrisierte Raumkurve mit Parameterbereich [0, smax].
Ein stetig gekrümmter Streifen S entlang r(s) ist gegeben durch eine stetig differenzierbare
Abbildung
n : [0, smax]→ R
3,
so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:
n(s)T r′(s) = 0, (3.3)
n(s)Tn′(s) = 1. (3.4)
Mit t(s) = r′(s) sind die Seitentangenten b(s) des Streifens gegeben durch
b(s) = n(s)× t(s). (3.5)
Die Zuordnung der von t(s) und b(s) aufgespannten Ebenen zu s heißt Schar der Tangen-
tialebenen des Streifens S. r(s) heißt Leitkurve des Streifens. Die Zuordnung der Koordina-
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Leitkurve
Leitkurve
Tangentialebene
Tangentialebene
b
b
n
γ = sign(γ)||db/ds||
β = sign(β)||dn/ds||
(γ = α = 0)
(β = α = 0)
ds
ds
Abbildung 3.2: Zwei Streifen mit Leitkurven, Normalkrümmung (oben) und geodätischer
Krümmung (unten)
tensysteme
K2(s) := {r(s), [t(s), b(s), n(s)]} (3.6)
zu s heißt begleitendes Dreibein zu S.
Ein solcher stetig gekrümmter Streifen ist eine allgemeine Methode, begleitende Dreibeine
zu definieren, so dass die Drehmatrix R(s) eine stetig differenzierbare und glatte Funktion
ist. In diesem Sinne wird die Matrix R′(s) = [t′(s), b′(s), n′(s)] als Ableitung von R(s)
aufgefaßt. Die Ableitungsgleichungen der Streifentheorie (Burali-Forti-Gleichungen) haben
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dann die Form:
[
t′(s) b′(s) n′(s)
]T
=
 0 γ(s) β(s)−γ(s) 0 α(s)
−β(s) −α(s) 0
 · [t(s) b(s) n(s)]T . (3.7)
und sind für alle stetig gekrümmten Streifen S definiert. Die stetig differenzierbaren Funk-
tionen α = α(s), β = −β(s) und γ = γ(s) heißen geodätische Windung, Normalkrümmung
und geodätische Krümmung des Streifens S. Dabei kann man die Burali-Forti-Gleichungen
auch in einen kinematischen Kontext setzen: Interpretiert man das begleitende Dreibein als
ein Bezugssystem (Festkörper) K2, das sich mit Einheitsgeschwindigkeit s˙ = 1 entlang ei-
ner Trajektorie r(s) bezogen auf ein Inertialsystem K1 bewegt, so kann man die Gleichung
(3.7) als Poisson’sche Regel für die Winkelgeschwindigkeit 2ω(s) von K2 in körperfesten
Koordinaten interpretieren:
R
′(s) = R(s) ·2 ω˜(s)⇔2 ω˜(s) = RT (s) · R′(s), (3.8)
mit der Winkelgeschwindigkeit
2ω(s) =
α(s)β(s)
γ(s)
 (3.9)
und dem Tilde-Operator
a˜ =
 0 −az ayaz 0 −ax
−ay ax 0
 . (3.10)
Nach Strubecker (1969) gilt folgender Satz:
Ein stetig gekrümmter Streifen S ist bis auf eine Festkörpertransformation eindeutig durch
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Tangentialebene
Tangentialebene
Leitkurve
n
ds
α = sign(α)||dn/ds|| (κ = 0)
Abbildung 3.3: Streifen mit Leitkurve, Tangentialebene und geodätischer Windung
die Differentialinvarianten α, β und γ definiert. Die Differentialinvarianten nennt man auch
intrinsische Koordinaten von S.
In der Differentialgeometrie haben zwei Klassen von Streifen besondere Bedeutung: Ist
γ(s) ≡ 0, so spricht man von einem geodätischen Streifen. Diese Streifen sind für die Fra-
gestellung dieser Arbeit nicht von Bedeutung. Ist hingegen α(s) ≡ 0, so heißt der Streifen
Krümmungsstreifen und das begleitenden Dreibein des Streifens wird Bishop-Dreibein ge-
nannt, nach Bishop (1975), siehe auch Tändl u. a. (2007). Das begleitende Dreibein entsteht
dann durch Parallelverschiebung (siehe do Carmo (1976) und Bishop (1975)) einer Anfangs-
bedingung K2(0) = {r(0), [t(0), b(0), n(0)]} entlang der Trajektorie r(s). Bishop nennt die
Differentialinvarianten β und γ für einen Krümmungsstreifen Normalentwicklung für die
Leitkurve des Streifens. Im Sinne des oberen Satzes legt die Normalentwicklung zusammen
mit einer Anfangsbedingung K2(0) für das begleitende Dreibein wie oben die Kurve r(s)
eindeutig fest. Umgekehrt ist ein Bishop-Dreibein und damit die Normalentwicklung für ei-
ne Kurve r(s) nur bis auf Rotation dieser Anfangsbedingung um die Tangente t(0) bei r(0)
eindeutig definiert, siehe Bishop (1975).
Ein dritter Spezialfall ist das Frenet’sche begleitende Dreibein, dass historisch am frühesten
untersucht wurde. Betrachtet man die euklidische Krümmung κ(s) von r(s), definiert durch:
κ(s) := ||t′(s)|| = ||r′′(s)||, (3.11)
so ergibt sich der Frenet’sche Einheitsnormalenvektor nˆ(s) als:
nˆ(s) :=
r′′(s)
κ(s)
. (3.12)
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Der Standard-Binormalenvektor bˆ(s) ist, wo definiert, gegeben durch:
ˆb(s) := t(s)× nˆ(s). (3.13)
Dann ist das Frenet’sche begleitende Dreibein definiert durch:
KF (s) := {r(s), [t(s) nˆ(s) bˆ(s)]}. (3.14)
Die Burali-Forti-Gleichungen zu diesem begleitenden Dreibein heißen dann Frenet-Serret-
Gleichungen, siehe Strubecker (1969) und haben die Form:
[
t′(s) nˆ′(s) bˆ
′
(s)
]T
=
 0 κ(s) 0−κ(s) 0 τ(s)
0 −τ(s) 0
 · [t(s) nˆ(s) bˆ(s)]T . (3.15)
Das Frenet’sche begleitende Dreibein ist dadurch charakterisiert, dass die Normalkrümmung
βF (s) überall verschwindet. Wegen der expliziten Definition dieses Dreibeins nennt man die
Größen τ und κ auch die natürlichen Differentialinvarianten der Kurve r(s). Es gilt für jeden
Streifen mit den obigen Definitionen:
κ2(s) = β2(s) + γ2(s). (3.16)
Da die expliziten Formeln jedoch nahe Punkten mit κ(s) = 0 singulär werden und auch die
geometrischen Eigenschaften des Frenet’schen Dreibeins (siehe do Carmo (1976) und Stru-
becker (1969)) für diese Arbeit keinen zusätzlichen Nutzen bringen, wird diese Konstruktion
hier nicht verwendet.
3.1.3 Begleitendes Dreibein nach Darboux
Wie im letzten Abschnitt erläutert, ist die Definition eines begleitenden Dreibeins zu einer
Kurve r(s) im wesentlichen äquivalent zur Definition eines Streifens entlang dieser Kurve.
Eine alternative Methode zur Definition eines begleitenden Dreibeins entlang einer Kurve,
welche die Einführung eines „Horizontvektors“ erlaubt, wurde von G. Darboux (siehe Dar-
boux (1894)) vorgeschlagen. Im folgenden wird diese Methode gemäß den Ausführungen in
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h(s)
h(s)
h(s)
Leitkurve r(s)
Tangentialebene
Tangentialebene
b(s)
b(s)
t(s)
t(s)
Abbildung 3.4: Erzeugung eines Darboux-Streifens durch ein Horizontfeld entlang der Leit-
kurve
Tändl (2009) wiedergegeben. Das begleitende Darboux-Dreibein wird so entlang der Leit-
kurve r(s) ausgerichtet, dass die Seitentangente b(s) orthogonal zur Einheitstangente t(s)
und zum Horizontvektor h(s) ausgerichtet ist, siehe Bild 3.4.
Es seien eine Raumkurve r(s) mit Parameterbereich [0, smax] und eine zweifach stetig diffe-
renzierbare Horizontfunktion h : [0, smax]→ R3 gegeben, so dass h× t(s) 6= 0 für alle s. Es
sei ferner λ(s) = ||h× t(s)||.
Dann ist das begleitende Darboux-Dreibein {r(s), [t(s), b(s), n(s)]} entlang r(s) gegeben
durch
t(s) = r′(s), (3.17)
λ(s) = ||h× t(s)||, (3.18)
b(s) =
h(s)× t(s)
λ(s)
, (3.19)
n(s) = t(s)× b(s). (3.20)
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Für die Differentialinvarianten dieses Streifens ergibt sich:
α(s) =
h(s)T t(s) · [ t′(s)− h′(s) ]T b(s)
λ
, (3.21)
β(s) = t′(s)Tn(s), (3.22)
γ(s) = t′(s)T b(s). (3.23)
In der Arbeit von Tändl (2009) wird eine C++-Bibliothek beschrieben (genannt MoCurve-
Joint) das die Generierung von Raumkurven, sowie deren Erweiterung zu einem Streifen
auf Basis von B-Splinekurven gestattet. Darin wird dargelegt, dass die Definition eines be-
gleitenden Dreibeins entlang einer Spline-Raumkurve nach Darboux in den Punkten Ein-
fachheit der Implementation, Flexibilität, Einfachheit der Handhabung, sowie numerischer
Robustheit die besten Eigenschaften aufweist. Daher wird in der vorliegenden Arbeit für die
Erzeugung von Raumkurven und deren Streifen die in der C++-Bibliothek MoCurveJoint
enthaltenen Funktionen für B-Splinekurven und das Darboux-Dreibein verwendet. Zur bes-
seren Übersicht wird im folgenden Abschnitt die mathematische Struktur zur Generierung
von Splinekurven beschrieben.
3.2 Splinefunktionen und B-Splinekurven
Die Ausführungen sind aus den Lehrbücher Hoschek und Lasser (1993), de Boor (2001) und
Piegl und Tiller (1997) entnommen und hier zur besseren Nachvollziehbarkeit der späteren
Eigenschaften des in der Arbeit entwickelten Algorithmus wiedergegeben.
Es seien gegeben ein Intervall U = [a, b] ∈ R und eine aufsteigende Knotenmenge a = t0 <
t1 < ... < tm = b gegeben. Dann ist eine Splinefunktion p-ten Grades auf U definiert als
eine Funktion
r : [a, b]→ R,
die den folgenden Bedingungen genügt:
• Die Funktion r ist gleich einem Polynom p-ten Grades auf jedem Teilintervall [tj, tj+1[,
j = 0, ..,m− 1 und
• die Funktion r ist (p− 1)-fach stetig differenzierbar auf [a, b], d.h. r ist von der Klasse
Cp−1.
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Es besteht grundsätzlich die Möglichkeit, Splinefunktionen zu konstruieren, in dem man m
Polynome der Form
fj(x) =

∑p
k=0 aj,kx
k, x ∈ [tj, tj+1[
0, sonst,
, (3.24)
j = 0, ...,m− 1
zusammenfügt, wobei man verlangt, dass p · (m−1) Stetigkeits-Randbedingungen der Form
f
(ℓ)
j (tj+1) = f
(ℓ)
j+1(tj+1), j = 0, ...,m− 1, ℓ = 0, ..., p− 1 (3.25)
erfüllt sind. Hier notiert (ℓ) die ℓ-te Ableitung. Wertet man die Ableitungen explizit aus,
haben diese Stetigkeitsbedingungen unter Beachtung der Regel 00 = 1 die Form:
p∑
k=0
aj,kt
k
j+1 =
p∑
k=0
aj+1,kt
k
j+1,
p∑
k=1
kaj,kt
k−1
j+1 =
p∑
k=1
kaj+1,kt
k−1
j+1 ,
p∑
k=2
k(k − 1)aj,kt
k−2
j+1 =
p∑
k=2
k(k − 1)aj+1,kt
k−2
j+1 , (3.26)
...
p∑
k=ℓ
k!
(k − ℓ− 1)!
aj,kt
k−ℓ
j+1 =
p∑
k=ℓ
k!
(k − ℓ− 1)!
aj+1,kt
k−ℓ
j+1,
j = 1, ..,m− 1, ℓ = 0, .., p− 1.
Für feste Knoten tj ergibt sich ein nicht-ausgeartetes lineares Gleichungssystem in Dreiecks-
form für die Koeffizienten aj,k. Da die Funktionen fj ebenfalls linear in den aj,k und Linear-
kombinationen von Splinefunktionen wieder Splinefunktionen sind, ergibt ein Vergleich von
Freiheitsgraden und Nebenbedingungen der fj , dass die Splinefunktionen des Grades n für
eine gegebene Menge von m+1 Knoten tj einen Vektorraum V der Dimension m+p bilden.
Eine numerisch stabil und effizient auswertbare Basis von Funktionen für V wird wie folgt
von Hoschek und Lasser (1993) und Piegl und Tiller (1997) angegeben:
Es sei ein Intervall U = [a, b], eine aufsteigenden Knotenmenge a = t0 < t1 < ... <
tm = b sowie der Grad p gegeben. Dann ist der eingespannte Knotenvektor zum Grad p,
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λ = [λ0, λ1, ..., λ2p+m] gegeben durch:
• λ0 = λ1 = ... = λp = a
• λp+j = tj , j = 1, ..,m− 1
• λp+m = λn+m+1 = ... = λ2p+m = b.
Die Knoten λj mit λj 6= a, λj 6= b heißen innere Knoten. Die Intervalle [λj, λj+1[ heißen
j-tes elementares Knotenintervall.
Die normalisierten Basisfunktionen Ni,n von Grad n für den eingespannten Knotenvektor λ
sind gegeben durch die Rekursionsformeln:
Ni,0(u) =
1, λi ≤ u < λi+10, sonst, (3.27)
i = 0, .., 2p+m− 1,
Ni,n(u) =
u− λi
λi+n − λi
Ni,n−1 +
λi+n+1 − u
λi+n+1 − λi+1
Ni+1,n−1(u), (3.28)
i = 0, .., 2p+m− n− 1, n = 1, .., p.
Dabei wird für Brüche der Form 0
0
der Wert 0 angenommen.
Mit diesen Definitionen gilt der Satz (siehe Piegl und Tiller (1997)), dass für eine gegebenes
Intervall U = [a, b], eine gegebene Knotenmenge a = t0 < t1 < ... < tm = b innerhalb U
und den gegebenen Grad p die normalisierten Basisfunktionen Ni,p(u), i = 0, .., p+m− 1,
definiert durch den eingespannten Knotenvektor λ zum Grad p für die ti, eine Basis für den
Vektorraum der Splinefunktionen von Grad p auf U mit der Knotenmenge ti bilden.
In der Literatur werden die normalisierten Basisfunktionen für allgemeinere Knotenvektoren
λ, deren Knoten lediglich die Bedingungen λj ≤ λj+1 und λj < λj+p+1 erfüllen sollen,
definiert. Diese bilden eine Basis für einen allgemeinen Vektorraum von stückweise polyno-
mialen Funktionen. Erfüllen die inneren Knoten die Bedingung, dass λi < λi+c ist, so ist dies
ein Raum von sogenannten Subsplines von der Klasse Cp−c auf U , siehe Hoschek und Las-
ser (1993). In dieser Arbeit werden nur die eingespannten Knotenvektoren für aufsteigende
Knotenmengen, die zu Splinefunktionen führen, verwendet.
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Abbildung 3.5: Basisfunktionen zum Knotenvektor λ = [0, 0, 0, 0, 1
4
, 3
4
, 1, 1, 1, 1]
Die normalisierten Basisfunktionen haben auch folgende nützliche Eigenschaften, vgl. Piegl
und Tiller (1997):
1. Ni,n = 0 ∀u /∈ [λi, λi+n+1[ (lokaler Support).
2. Innerhalb jedes elementaren Knotenintervalls [λj, λj+1[ sind n+1 der Basisfunktionen
von Grad n nicht identisch 0; diese sind Nj−n,n, ..., Nj,n.
3.
∑i
j=i−nNi,n(u) = 1 ∀u ∈ [λi, λi+1[ (Zerlegung der eins).
4. Nj,n(u) ≥ 0 ∀u (nicht-Negativität).
5. N ′j,n(u) = nλj+n−λjNj,n−1 −
n
λj+n+1−λj+1
Nj+1,n−1(u).
Ist eine allgemeine Splinefunktion r von Grad p für einen Knotenvektor λ gegeben als Line-
arkombination
r(u) =
p+m−1∑
i=0
ciNi,p(u), (3.29)
so nennt man die Koeffizienten ci die „eindimensionalen de-Boor-Punkte“ zum Spline s und
der Ausdruck (3.29) heißt B-Splineform von s.
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Abbildung 3.6: Nichttriviale Terme der B-Spline Rekursion
Will man eine solche Splinefunktion an einem allgemeinen Punkt u0 ∈ [a, b] auswerten oder
eine Ableitung bestimmen, so kann man sich die rekursive Definition und die oben genann-
ten Eigenschaften der Basisfunktionen zunutze machen, um einen effizienten Algorithmus
zu entwerfen: Ist der Index j des j−ten elementaren Knotenintervalls [λj, λj+1[ bekannt,
so dass u0 ∈ [λj, λj+1[, so brauchen nur die p + 1 Basisfunktionen in die Evaluierung von
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s(u0) einbezogen werden, die nicht identisch 0 in diesem Knotenintervall sind. Die Berech-
nung jeder dieser Basisfunktionen geht auf zwei Basisfunktionen von Grad p − 1 zurück,
von denen zusammengenommen auf dem j-ten Knotenintervall jeweils wiederum p nicht
identisch verschwinden, und so fort. Dies führt zu einem dreiecksförmigen Rekursionssche-
ma, siehe Bild 3.6, dem Casteljau-Algorithmus, vgl. de Boor (2001). Für die Berechnung
der nichttrivialen k-ten Ableitungen gelten entsprechende analoge Regeln, siehe ebenda. In
den gängigen numerischen Bibliotheken zur Behandlung von Splinefunktionen in B-Spline-
Form wird der Index j in der Regel per binärer Suche in der Knotenmenge ermittelt und alle
nichttrivialen Basisfunktionen und Ableitungen zum Grad p in einem Arbeitsschritt ermit-
telt. Dazu wird das Rekursionsschema aus Bild 3.6 Spaltenweise aufgebaut, siehe Piegl und
Tiller (1997).
Es ist hervorzuheben, dass diese Eigenschaften der Basisfunktionen dazu führen, dass eine
Änderung eines Koeffizienten cj die Funktion s(u) nur im Bereich [λj, λj+n+1[ ändert. Dies
wird besonders wirksam, wenn die de-Boor-Punkte Designparameter eines Optimierungs-
problems sind, dessen Zielfunktion von der geometrischen Form der Funktion s(u) abhängt,
wie weiter unten beschrieben.
3.2.1 B-Splinekurven
Gemäß Piegl und Tiller (1997) lassen sich die Splineeigenschaften auch aus gewissen Kon-
trollpolygonen ermitteln, die im folgenden näher erläutert werden.
Sei ein eingespannter Knotenvektor λ zum Grad p mit m−1 inneren Knoten für ein Intervall
U = [a, b] gegeben. Eine B-Spline-Raumkurve r ist definiert durch den Ausdruck
r(u) =
p+m−1∑
i=0
ciNi,p, (3.30)
mit den Kontrollpunkten (de-Boor-Punkten) ci ∈ R3. Die Folge der Segmente ci−1ci, i =
1, .., p+m− 1 heißt Kontrollpolygon der B-Spline-Raumkurve r.
Formal kann man B-Splinekurven zur Dimension d definieren, indem man fordert, dass
die Kontrollpunkte die Eigenschaft cj ∈ Rd haben. Da in dieser Arbeit nur Raumkurven
von Interesse sind, wird der Ausdruck B-Spline-Kurve als kurzes Synonym für B-Spline-
Raumkurve verwendet. Diese B-Spline-Kurven haben folgende Eigenschaften, siehe Piegl
und Tiller (1997) und Hoschek und Lasser (1993):
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1. r(a) = c0, r(b) = cp+m−1 (Geschlossenheit).
2. r′(a) ‖ ( c1 − c0 ), r′(b) ‖ ( cp+m−1 − cp+m−2 ) (Schmiegung ersten Grades).
3. Ersetzt man cj durch c′j , so ändert sich die Kurve nur im Intervall [λj−p, λj] (lokale
Wirkung)
4. r(u) verläuft innerhalb des konvexen Abschlusses seines Kontrollpolygons. r([λj−p, λj [)
ist enthalten im konvexen Abschluss der Kontrollpunkte cj−p, cj−p+1,..., cj (starke
Konvexe-Hüllen-Eigenschaft).
c0
c1 c2
c3 c4
c5
u ∈ [1
4
, 3
4
[
Abbildung 3.7: Starke Konvexe Hülleneigenschaft: Kubische B-Splinekurve zum Knoten-
vektor [0, 0, 0, 0, 1
4
, 3
4
, 1, 1, 1, 1] mit Kontrollpolygon.
Diese Eigenschaften ergeben sich direkt aus den oben genannten Eigenschaften der Basis-
funktionen. Iteriert man die im vorherigen Abschnitt gegebene Formel für die Ableitung der
Basisfunktionen und setzt sie in die B-Spline-Form einer Kurve ein, so ergibt sich für die
Ableitungen einer B-Spline-Kurve, vgl. Piegl und Tiller (1997) und de Boor (2001):
r(j)(u) =
p+m−1−j∑
i=0
c
(j)
i Ni,n−j, (3.31)
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mit der Rekursionsformel:
c
(j)
i =
ci, für j = 0n−j+1
λi+n+1−λi+j
(c
(j−1)
i+1 − c
(j−1)
i ), für j > 0.
(3.32)
Die j-ten Ableitungen sind also spezielle B-Splinekurven zum Grad n − j mit der Knoten-
menge, die sich ergeben, indem man jeweils die ersten und letzten j Knoten aus der Kno-
tenmenge von r(u) entfernt. Insbesondere sind die j-ten Ableitungen am Rand des Intervalls
U = [a, b] durch Berechnung eines Rand-Koeffizienten c(j)0 , c
(j)
p+m−1−j gegeben.
3.2.2 Splinekurven als Lösung eines Interpolationsproblems
Wie im letzten Abschnitt erwähnt, gibt das Kontrollpolygon einer Splinekurve r(u) durch
die konvexe-Hüllen-Eigenschaft einen Bereich vor, innerhalb dessen die Kurve r(u) verläuft.
Während dieses Kontrollpolygon für Grad p = 1 mit der definierten Splinekurve identisch
ist, entfernt sich die Splinekurve r(u) mit steigendem Grad im Allgemeinen immer weiter
von seinem Kontrollpolygon. Daher ist die Interpretation des Kontrollpolygons für größere
Grade p > 1 wenig intuitiv. Durch die Parametrisierung einer Splinekurve als Lösung eines
Interpolationsproblems wird es möglich, auf natürliche Weise Nebenbedingungen für die
de-Boor-Punkte cj herzuleiten, die dafür sorgen, dass die Splinekurve innerhalb eines örtlich
eng beschränkten Bereichs verläuft.
Gemäß Nürnberger (1989) kann man zu einem eingespannten Knotenvektor
λ = [λ0, λ1, ..., λdf+p+1], den Basisfunktionen Ni,p, i = 0, ..., df und dem Intervall U = [a, b]
sowie einer Folge von Parameterstellen uj , j = 0, ..., df und Parameterpunkten (Stützpunk-
ten) p
i
mit ui ≤ ui+1 die Vielfachheit di der Parameterstelle ui als
di = max l : ui−l = ui (3.33)
definieren. Ist die Vielfachheit der Parameterstellen höchstens p − 1, dann ist ein Hermite-
Splinekurven-Interpolationsproblem gegeben durch
r(u) =
df∑
i=0
ciNi,p : r
(dj)(uj)
!
= p
j
, j = 0, ..., df . (3.34)
In dieser Form wurden die in der Definition der Basis-Splines benutzten Parameter m, p be-
wusst durch den Index df ersetzt, um die Anzahl der Basis-Funktionen df+1 = m+p+1 der
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Splineräume zu notieren. Die Lösbarkeit eines allgemeinen Hermite-Interpolationsproblems
ist durch folgenden Satz geregelt, siehe Nürnberger (1989):
Das Hermite-Interpolationsproblem ist genau dann eindeutig lösbar, wenn die Parameterstel-
len die Schoenberg-Whitney-Bedingungen
λj < uj < λj+p+1, j = 0, ..., df − p− 1 (3.35)
erfüllen, wobei für die Randknoten λj = a oder λj = b Gleichheit erlaubt ist.
Im folgenden werden nur Hermite-Interpolationsprobleme betrachtet, bei denen höchstens p
Anfangs- und Endbedingungen der Form
r(la)(λ0)
!
= p
l
, la = 0, ..., da, r
(le)(λm)
!
= p
m−de+le
, le = 0, ...,me, (3.36)
gegeben sind, wobei die restlichen inneren Parameterstellen die Vielfachheit 1 haben sollen.
Dann ist da + 1 die Anzahl der Anfangsbedingungen und de + 1 die Anzahl der Endbedin-
gungen. In diesem Sinne wird angenommen, dass die ersten da + 1 Parameterstellen zu a
identisch sind sowie die letzten de + 1 Parameterstellen zu b identisch sind. Die Interpolati-
onsbedingungen für die inneren Parameterstellen haben dann explizite Form
df∑
i=0
ciNi,p(uj) = pj, j = da + 1, ..., df − de − 1. (3.37)
Für eine feste Basis — also einen konstanten Knotenvektor λ — und feste Parameterstellen
uj sind diese Bedingungen lineare Funktionen der (gesuchten) Kontrollpunkte, cj und die
Anfangs- und Endbedingungen haben explizit die Form
c
(la)
0 = pla
, la = 0, ..., da, (3.38)
c
(le)
df−le
= p
df−de+le
, le = 0, ..., de,
welche ebenfalls linear in den Kontrollpunkten cj sind. Damit ist die Lösung eines Interpola-
tionsproblems wie oben definiert bei festen λ und Stützpunkten p
j
gegeben durch die Lösung
eines linearen Problems
E[cT0 c
T
1 ... c
T
df
]T = [pT
0
pT
1
... pT
df
]T , (3.39)
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wobei die Matrix E zeilenweise aus den Anfangs-, inneren und Endbedingungen Gl. 3.38,
Gl. 3.37 aufgebaut ist. Die Matrix E wird in diesem Zusammenhang Kollokationsmatrix
oder Gram-Matrix genannt. Sie ist nach dem oben genannten Satz invertierbar und hängt nur
von λ und den uj ab. Tatsächlich hat die Matrix E eine spezielle Bandmatrix-Form, deren
Inverse z.B. durch ein Spaltenpivotisierungsverfahren effizient bestimmt werden kann, siehe
Nürnberger (1989) und Stoer (1983). Ist ein Knotenvektor λ und sind Parameterstellen uj
gewählt, kann man somit eine allgemeine B-Splinekurve durch eine korrekte Anzahl von
Stützpunkten p
j
durch die lineare Transformation
[cT0 c
T
1 ... c
T
df
]T = E−1[pT
0
pT
1
... pT
df
]T (3.40)
parametrisieren . Will man den Bereich, innerhalb dessen solch eine Splinekurve verläuft,
einschränken, so kann man die Lage der Stützstellen beschränken, in dem man verlangt,
dass die Koordinaten dieser Stützstellen innerhalb eines Intervalls verlaufen:
l0,x ≤ p0,x ≤ u0,x,
l0,y ≤ p0,y ≤ u0,y,
l0,z ≤ p0,z ≤ u0,z,
...
lj,x ≤ pj,x ≤ uj,x,
lj,y ≤ pj,y ≤ uj,y, (3.41)
lj,z ≤ pj,z ≤ uj,z,
...
ldf ,x ≤ pdf ,x ≤ udf ,x,
ldf ,y ≤ pdf ,y ≤ udf ,y,
ldf ,z ≤ pdf ,z ≤ udf ,z.
Setzt man die Beziehung Gl. 3.39 ein, so ergibt sich in Matrixform:
l ≤ E[cT0 c
T
1 ... c
T
df
]T ≤ u. (3.42)
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3.2.3 Ausgewählte Methoden zur Knoten- und Parameterstellenwahl
Wenn ein Hermite-Interpolationsproblem gemäß 3.2.2 gegeben ist, ohne dass bereits ein
Knotenvektor λ festgelegt ist, so gibt es eine Reihe von Methoden, einen Knotenvektor so zu
definieren, dass die Schoenberg-Whitney-Bedingungen nach Gl. 3.35 erfüllt sind und somit
eine eindeutige Lösung für das Interpolationsproblem gegeben ist.
Sei p der Grad, die Zahl df an Freiheitsgraden, und seien df + 1 Parameterstellen uj , j =
0, ..., df gegeben. Da nur eingespannte Knotenvektoren betrachtet werden, gilt λ0 = λ1 =
... = λp = u0 und λdf = λdf+1 = ... = λdf+p = udf . Es werden folgende zwei Methoden
erwähnt, die restlichen df − p− 1 Knoten festzulegen:
a) Dierckx-Methode: Mit
dˆa =
0, falls da > 0,1, sonst,
sind die inneren Knoten durch:
λj = uj−dˆa−⌈ p2 ⌉
, j = p+ 1, ..., df − 1 (3.43)
gegeben. Diese Methode wird in den Routinen, die Dierckx (1993) beigefügt sind, zur
Interpolation verwendet. Das in dieser Arbeit genutzte Software-Paket MoCurveJoint
von Tändl (2009) baut auf diesen Routinen auf und verwendet diese Knotenwahl. In
Piegl und Tiller (1997) wird diese Methode unter der Bezeichnung Lokale Kurvenan-
passung verwendet.
b) AVG-Methode (Mittelwert-Methode):
λj =
1
p
j∑
i=j−p+1
ui. (3.44)
Dies ist eine der gebräuchlichsten „einfachen“ Methoden zur Knotenbestimmung für
sogenannte globale Interpolationsprobleme nach Piegl und Tiller (1997).
Mit der Wahl der Knoten zu Parameterstellenverteilungen wird die Wahl getroffen, wo po-
lynomielle Segmente zur Interpolation zwischen den Stützstellen zusammengefügt werden.
Falls diesen Orte eine (physikalische) Bedeutung gegeben werden kann, sollte die entspre-
chende Methode benutzt werden.
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Soll eine B-Splinekurve r(u) bestimmt werden, die durch eine gegebene Menge Punkte p
j
,
j = 0, ..., df läuft und diese Aufgabe möglichst „glatt“ bzw. „gutartig“ erfüllt, so nennt man
dies ein globales Kurvenanpassungsproblem. In der Literatur, siehe inbesondere Piegl und
Tiller (1997), wird die Lösung eines solchen Problems in drei Schritten beschrieben:
1) Zuordnung von Parameterstellen uj zu den Punkten pj , j = 0, ..., df .
2) Wahl eines Grades p der Splinekurve und eines Knotenvektors λ der Länge df +p, der
mit den uj die Schoenberg-Whitney-Bedingungen erfüllt.
3) Lösung des linearen Problems Gl. 3.39.
In dieser Arbeit wird der Grad p nur nach dem Gesichtspunkt der benötigten minimalen Ste-
tigkeitsbedingung r(u) ∈ Cp−1 gewählt. Da die Schritte 2) und 3) nach Wahl einer Knoten-
bestimmungsmethode a) oder b) eindeutig gegeben sind, verbleibt zur Lösung des globalen
Kurvenanpassungsproblems nur Schritt 1). Die gebräuchlichsten Methoden dazu sind:
a) Gleichverteilung der Parameterstellen, siehe Piegl und Tiller (1997):
uj =
j
df − 1
, (3.45)
b) die Sehnenlängenmethode, siehe Piegl und Tiller (1997):
uj =
j∑
i=1
||p
i
− p
i−1
||, (3.46)
sowie:
c) Die Verallgemeinerte Zentripetalmethode, siehe Hoschek und Lasser (1993):
uj =
j∑
i=1
||p
i
− p
i−1
||
1
a , für ein a ∈ Nmit a > 1. (3.47)
Methode a) ist die historisch früheste und hier nur der Vollständigkeit halber erwähnt, da sie
sehr stark oszillierende Kurven erzeugen kann. Die Methode b) wird vor allem dann emp-
fohlen, wenn die Sehnenlängen ||p
i
− p
i−1
|| von vergleichbarer Länge sind, da sie dann zu
einer uniformen, gutartigen Parametrisierung und einer glatten Kurve r(u) führt. Methode
c) kommt dann zum Einsatz, wenn es Bereiche der Kurve gibt, an denen sich Stützpunkte
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häufen und die Kurve stark gekrümmt werden muss, um durch die Punkte fahren zu kön-
nen. Dann vermeidet diese Methode oszillierendes Verhalten in Bereichen mit vielen Stütz-
punkten, die sogenannte Überanpassung. Für eine Analyse dieser drei Sachverhalte sei auf
Hoschek und Lasser (1993) und Piegl und Tiller (1997) verwiesen.
Tändl (2009) empfiehlt die Sehnenlängenmethode b) zur Lösung des globalen Kurvenanpas-
sungsproblems. Die Sehnenlängenmethode wird in leicht modifizierter Form auch in der vor-
liegenden Arbeit benutzt, und die Splinekurven werden durch ein Hermite-Interpolationsproblem
ermittelt. Dies wird für den vorliegenden Anwendungsfall näher in Kapitel 4 erläutert.
3.3 Ermittlung von Splinekurven durch Optimierung
Neben der Ermittlung von Splinekurven durch Interpolation existieren in der Literatur auch
alternative Methoden, die den Splineverlauf aus der Lösung eines Optimierungsproblems de-
finieren. Drei wichtige Repräsentanten dieses Ansatzes sind die allgemeine minimale Energie-
Methode nach Celniker und Gossard (1991), der Optimalitätsansatz für die Splinekurven-
interpolation durch Vassilev (1996), sowie die sequentielle-quadratische-Programmierung
(SQP-Methode) zur Lösung nichtlinearer Optimierungsprobleme der Splinevorgabe mit Ne-
benbedingungen.
3.3.1 Minimale Energie-Methode nach Celniker und Gossard
Die Idee, ein Energiefunktional unter bestimmten Nebenbedingungen zu minimieren, um
glatte bzw. glattere Splinekurven zu erzeugen, wurde zuerst von Schweikert (1965) für einen
sogenannten exponentiellen Spline unter Spannung umgesetzt. Hier wird die von Celniker
und Gossard (1991) eingeführte Formulierung eines allgemeinen Energiefunktionals für ein
deformierbares Modell wiedergegeben. Am angegebenen Ort wird ein Energiefunktional
E =
∫ b
a
w1(u) · r
′(u)2 + w2(u) · r
′′(u)2 − 2f(u)T · r(u)du (3.48)
für eine Kurve
r(u) =
df∑
i=0
q
i
φi(u), (3.49)
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durch noch näher zu bestimmende Formfunktionen (Basisfunktionen) φi(u) und dreidimen-
sionale Koeffizienten q
i
definiert. Dabei haben die Teile des Funktionals in Gl. 3.48 folgende
Bedeutungen:
• w1(u) · r
′(u)2: Term der Längenänderung mit Steifigkeitsverteilung w1,
• w2(u) · r
′′(u)2: Term der Krümmung mit Steifigkeitsverteilung w2,
• 2f(u)T · r(u): Lokale Belastung der Kurve durch Kraftvektor f(u).
Vassilev (1996) wendete dieses Prinzip auf Splinekurven-Interpolationsprobleme an, indem
er die Hermite-Interpolationsbedingungen Gl. 3.37 in feste Bedingungen r(ui) = pi, i =
0, ..., d und freie, zusätzliche Punkte r(uj,f ) = pj,f , j = 1, ...,m aufteilt. Die Lage der
freien Punkte p
f
= [pT
1,f
, ..., pT
m,f
] interpretiert er als Designparameter des vereinfachten
Energiefunktionals
argmin
p
f
Ep
f
=
∫ b
a
w1r
′(u)2 + w2r
′′(u)2du, (3.50)
wobei r(u) durch Lösung des Problems gemäß Gl. 3.39 gegeben ist. Vassilev zeigt, dass die
Lösung von Gl. 3.50 zu einem quadratischen Problem
min
p
f
pTKpT (3.51)
führt, wobei p = [pT
0
, ..., pT
d
, p
1,f
, ..., p
m,f
] die festen und freien Parameterstellen sind und
K die positiv-definite Gewichtungsmatrix. Die Lösung dieses Problems hat die Eigenschaft,
dass die Splinekurve so kurz und wenig gekrümmt wie möglich unter Beibehaltung der festen
Bedingungen für die r(ui) ist. In der Literatur wird dieser Ansatz als „fair interpolation“
bezeichnet, zu Deutsch in etwa „gutartige Kurvenanpassung“. Es sei erwähnt, dass von den in
Abschnitt 3.1 definierten intrinsischen Koordinaten nur die Krümmungen β(s) und γ(s) der
Kurve r(s) Entsprechungen in diesem Optimierungsverfahren haben. In dieser Arbeit wird
aber auch die Windung α(s) eines Streifens S in ein Optimierungsverfahren einbezogen, so
dass eine erweiterte Methode benötigt wird.
3.3.2 Lösung isoperimetrischer Probleme durch sequentielle quadratische Program-
mierung
In den Verfahren des vorangegangen Abschnittes sind die Längen der Splinekurven verän-
derliche Größen. Ist gewünscht, dass die Segmente des Splines ihre Länge nicht verändern,
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so kann man den Term w1(u) ·r′(u)2 des Energiefunktional durch df Nebenbedingungen der
Form
∫ ui
a
||r′(u)||du = ℓi, i = 1, ..., df , ersetzen. Optimierungsprobleme mit solchen Ne-
benbedingungen nennt man isoperimetrische Probleme. Sie sind aufgrund der ausgeprägten
Nichtlinearität der Längenbedingungen schwierig zu lösen. Ein allgemeines Verfahren zur
Lösung von nichtlinearen Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen ist durch die se-
quentielle quadratische Programmierung (SQP) gegeben, welches hier gemäß Nocedal und
Wright (1999) kurz zusammengefaßt wird. Dabei steht die Implementierung gemäß der in
dieser Arbeit verwendeten Programmbibliothek NPSOL, siehe Powell (1982) und Gill u. a.
(1998), im Vordergrund. Dazu werden zunächst einige Grundkonzepte der gradientenbasier-
ten Optimierung eingeführt.
In der Regel betrachtet man nichtlineare Optimierungsprobleme (NP) in der Normalform:
min
x
f(x), x ∈ Rn (3.52)
unter den Nebenbedingungen:
ci(x) = 0, i ∈ E , (3.53)
cj(x) ≥ 0, j ∈ I, (3.54)
wobei E und I endliche Mengen von Indizes für die zweiseitigen und einseitigen Neben-
bedingungen sind. Die Funktion f heißt Zielfunktion oder Kostenfunktion. Die zulässigen
Lösungen sind die Punkte x, so dass die Nebenbedingungen Gl. 3.53, Gl. 3.54 erfüllt sind.
Die Menge der zulässigen Lösungen sei mit Ω bezeichnet. Eine zulässige Lösung x∗ heißt
strikte lokale Lösung, falls es eine offene Umgebung U ⊂ Ω von x∗ gibt, so dass gilt:
x ∈ U, x 6= x∗ ⇒ f(x) > f(x∗). (3.55)
Gradientenbasierte Verfahren zur Bestimmung einer strikten lokalen Lösung x∗ kommen in-
frage, wenn f und die ci in hinreichend großer Umgebung von x∗ mindestens einmal stetig
differenzierbar. Im folgenden wird davon ausgegangen, dass f und die ci, wo definiert, von
der Klasse C2 , also zwei Mal stetig differenzierbar sind. Basis der Theorie der gradienten-
basierten Verfahren ist die Lagrange-Funktion:
L(x, µ) := f(x)−
∑
i∈I∪E
µi · ci(x). (3.56)
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Die notwendigen Bedingungen erster Ordnung für ein lokales Optimum x∗, auch Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT) genannt, sind:
∇xL(x
∗, µ) = ∇f(x∗)−
∑
i∈I∪E
µi · ∇ci(x
∗) = 0, (3.57)
µi ≥ 0, i ∈ I, (3.58)
µici(x
∗) = 0, (3.59)
x∗ ∈ Ω, (3.60)
worin µ die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren darstellen. Die x∗, die die KKT-Beding-
ungen erfüllen, nennt man Kuhn-Tucker-Punkte. Ist ci(x∗) = 0, so heißt ci aktiv. Die Be-
dingung der strikten Komplementarität besagt, dass immer eine der folgenden Bedingungen
erfüllt ist:
µi = 0 ⇔ ci > 0, (3.61)
µi > 0 ⇔ ci = 0. (3.62)
Sei A die Matrix der Gradienten der aktiven Bedingungen ∇ci(x∗) und Z das orthogonale
Komplement von A, d.h. AZ = 0. Die Spalten von Z sind dann eine Basis des Vektor-
raums von linearen Richtungen, die die aktiven Bedingungen in erster Ordnung nicht ver-
letzen. Dann ist eine hinreichende Bedingung dafür, dass ein Kuhn-Tucker-Punkt x∗ ein
lokales Minimum ist, dass die sogenannte projizierte Hessesche der Lagrange-Funktion,
ZT∇x,xL(x˜, µ)Z positiv-definit ist.
Seien in einem Iterationsschritt k, xk und µk als Schätzwert für x
∗ und µ sowie eine positiv-
definite Näherung Hk für ∇x,xL(xk, µk) gegeben. Weiterhin seien die Linearisierungen der
aktiven Bedingungen, ci(xk + d) ≈ ci(xk) + ∇cTi d gegeben. Dann ist die Suchrichtung pk
gegeben als die Lösung des quadratischen Unterproblems
min
p
{ f(xk) +∇f(xk)
Tp+
1
2
pTHkp } (3.63)
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Abbildung 3.8: Optimierungsproblem minx f = x1 + x2, N.B. c1 = 2 − (x21 + x22) ≥ 0,
strikte Lösung x∗, Gradient von f und c1.
unter den Nebenbedingungen:
ci(xk) +∇c
T
i p = 0, ci aktiv. (3.64)
Dieses quadratische Unterproblem entspricht einer Näherung zweiter Ordnung des Problems
aus Gl. 3.52 mit linearisierten Nebenbedingungen. Es hat eine eindeutige Lösung, wenn
die linearisierten aktiven Bedingungen kompatibel sind; ansonsten existiert keine Lösung
und das Verfahren bricht ab. Im Fall von kompatiblen Bindungsgleichungen wird für die
Suchrichtung p
k
ein Liniensuchverfahren durchgeführt, indem ein Parameter 0 < α ≤ 1
ermittelt wird, welcher das eindimensionale Problem
F (x+ α · p
k
, µ
k
, ρ
k
, sk)≪ F (x, µk, ρk, sk) (3.65)
mit einer in x positiv-definiten Funktion F (x, µ, ρ, s) löst.
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Die nächste Näherung xx+1 ist dann gegeben durch xk+1 := xk + αpk. Falls diese Folge
gegen einen Kuhn-Tucker-Punkt konvergiert, wird die Iteration beendet, ansonsten wird im
neuen Punkt xk+1, µk+1 die Iteration fortgesetzt.
In NPSOL wird für die F die erweiterte Lagrange’sche Gütefunktion
L(x, µ, ρ, s) = f(x)−
∑
i∈I∪E
µi · (ci(x)− si) +
∑
i∈I∪E
ρi · (ci(x)− si)
2 (3.66)
verwendet. Dies entspricht einem Kompromiss aus dem Bestreben, die Nebenbedingungen
(weiterhin) zur erfüllen und dennoch die Zielfunktion zu verkleinern. Die Parameter ρ
k
, sk
dieser Suche und µ
k
werden in NPSOL nach expliziten Formeln bestimmt, siehe Gill u. a.
(1998). Der Schätzwert für die Hessesche der Lagrangefunktion Hk+1 wird in NPSOL nach
dem Quasi-Newton-Update nach Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno (BFGS) gemäß
Hk+1 = Hk −
1
sTHks
Hkss
T
Hk +
1
yT s
yyT , (3.67)
bestimmt, wo s = α · p
k
und y eine Schätzung der Differenz ∇L(xk+1, µk+1)−∇L(xk, µk)
des Gradienten der Lagrange’schen Gütefunktion ist, die bei Bedarf so modifiziert wird, dass
Hk+1 positiv-definit bleibt. Dieses Verfahren konvergiert fast sicher zu einer lokalen Lösung
x∗, falls:
1. Die Folge der xk konvergiert,
2. Die Konditionszahl der Hk beschränkt ist,
3. Die Schrittweite α (schnell) gegen 1 konvergiert und
4. Der reduzierte Gradient ZT∇f(xk) gegen 0 konvergiert.
Die Bedingungen 1) und 4) sind dabei die Konvergenzbedingungen des Verfahrens. Die
Bedingungen 2) und 3) werden nach Beendigung der Iteration separat überprüft. Falls die
Gradienten der Zielfunktion und Nebenbedingungen nicht explizit gegeben sind, werden in
NPSOL Schätzwerte durch finite Differenzen errechnet.
Im folgenden Kapitel wird dargelegt, wie die hier beschriebenen mathematischen Objekte
und Methoden genutzt werden können, um die Wirbelsäulenlinie aus gemessenen Hautmar-
kerpositionen zu schätzen.
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4 Symbolisches Wirbelsäulenmodell
In diesem Kapitel wird eine neue Methode der Splineanpassung zur Rekonstruktion der Wir-
belsäulenlinie aus gemessenen Positionen von Hautmarkern erläutert, die den Hauptbeitrag
dieser Arbeit darstellt. Kernstück dieser Methode ist die Verallgemeinerung der posterioren
Wirbellinie zu einem symbolischen Modell der Wirbelsäule als deformierbare Raumkurve,
entlang derer und um die die Hautmarker frei gleiten können, sowie die Erweiterung der
Raumkurve zu einem Streifen, mit dem die natürlichen Biegesteifigkeiten der Wirbelsäule
nachgebildet werden können. Die gesuchte Raumkurve bzw. Splinefunktion ergibt sich dann
aus einem Optimierungsproblem, in dem die Hautartefakte weitgehend automatisch „her-
ausgefiltert“ sind. Es wird davon ausgegangen, dass alle erwähnten Größen und Parameter
sinnvoll definiert oder gemessen wurden. Methoden zur Bestimmung dieser Parameter und
die Anwendung des Verfahrens auf experimentelle Daten werden im Kapitel 5 besprochen.
4.1 Mathematisches Modell der posterioren Wirbellinie
4.1.1 Verallgemeinerte posteriore Wirbellinie und Interpolation
Die posteriore Wirbellinie (posterior vertebral line, PVL), die in Kapitel 2 erwähnt wurde, ist
in der Literatur als Referenzlinie in zweidimensionalen radiologischen Aufnahmen als Ver-
bindung der Zentren der Wirbelkörperhinterwände gegeben, den sogenannten lateralen oder
Antero-Posterior Radiographen der Wirbelsäule, vgl. Daffner u. a. (1987) sowie Putto und
Tallroth (1990). Physiologiegemäß ist eine makroskopisch glatte, gleichmäßig gekrümmte
PVL, siehe Dvorak u. a. (1993) und Grob u. a. (2007). Starke Krümmung einzelner FSUs in
Flexion/Extension oder lateraler Beugung der Wirbelsäule zeigen eine abnorme Funktion an,
die sogenannte zervikale Hypermobilität bzw. lumbare Instabilität, siehe dazu Pitkänen und
Manninen (1994), Pitkänen u. a. (2002) sowie Alqarni u. a. (2011).
Zur dreidimensionalen Definition der posterioren Wirbellinie wird an jedem Wirbel das so-
genannte Wirbelmauerzentrum (WMZ) als Schnittpunkt der mittleren Transversalebene, der
Sagittalebene und der tangentialen Ebene an der Rückseite des Wirbelkörpers (der dorsalen
Wirbelkörperwand) definiert, vgl. siehe Bild 4.1. Am Sakrumpodest wird der entsprechende
Referenzpunkt aus praktischen Gründen mit der Basis ossis sacri in der mittleren Transver-
salebene definiert. Als Sagittalebene wird im Normalfall die Symmetrieebene des Wirbelkör-
pers definiert; im Falle von verformten Wirbeln wird die Sagittalebene durch die Spitze des
hinteren Dornfortsatzes und die Mitte der Vorderwand des Wirbelkörpers definiert, vlg. Au-
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bin u. a. (1997) und Štern u. a. (2011). Die mittlere Transversalebene ist parallel zur oberen
Endplatte eines Wirbelkörpers und verläuft durch dessen Zentrum, siehe a.a.O. Als orthonor-
males Koordinatensystem in den WMZ werden die klinischen Achsen Superior (x-Achse) als
Schnitt von Sagittalebene und tangentialer Ebene der Wirbelkörperwand, sowie Anterior (y-
Achse) in der Sagittalebene orthogonal zu superior nach vorne orientiert. Die laterale Achse
(z-Richtung) wird senkrecht zur Sagittalebene nach links orientiert.
Alle anatomischen Beschreibungen korrespondieren im Folgenden zu einer einzelnen, kon-
kreten Zielperson (asymptomatisch, männlich, 41 Jahre, Gewicht: 79 Kg, Größe 1,90 m,
radiologische Untersuchung ohne Befund). Als Referenz wird hierbei die suppine, neutra-
le Lage genutzt, die als anatomische neutrale Lage aufgefaßt wird und mithilfe radiologi-
scher Untersuchungen im Magnetresonanztomographen (MRT) sehr genau vermessen wer-
den kann. Startpunkt für die PVL ist Wirbel V0 als Basis ossis sacri; dazu wird das sakrum-
feste Koordinatensystem K02 eingeführt, dessen Ursprung r0 im Basis ossis sacri liegt, mit
Rotationsmatrix R2 = [e0x, e0y, e0z] an den lokalen Achsen Superior, Anterior und Lateral des
Sakrumpodest ausgerichtet, siehe Bild 4.2.
Die PVL ergibt sich dann als Verbindungslinie zu den Wirbelmauerzentren der 25 bewegli-
chen Wirbel Vi mit den Indizes:
• Lumbarsegment L5-L1: i = 1, .., 5,
• Thoraxsegment Th12-Th1: i = 6, .., 17 und
• Zervikalsegment C7-C1: i = 18, .., 25,
jeweils in Richtung von kaudal zu kranial (aufwärts) aufsteigend notiert. Das Wirbelmau-
erzentrum zu Vi wird mit ri notiert. Entsprechend wird das Wirbelmauerzentrum der Wir-
bel Vi zu einem Koordinatensystem Ki2 erweitert, mit Ursprung in ri und Rotationsmatrix
R2 = [e
i
x, e
i
y, e
i
z]
Die lokalen klinischen Ebenen des Wirbelkörpers Vi (siehe Bild 4.2) sind dann definiert als:
• Lokale Sagittale: Ursprung in ri, Flächennormale ist die laterale Achse eiz,
• Lokale Frontale: Ursprung in ri, Flächennormale ist die anteriore Achse eiy,
• Loakle Transversale: Ursprung in ri, Flächennormale ist die superiore Achse eix.
Die Basis ossis sacri ist starr mit dem Becken verbunden, so dass die lokale Sagittale des Wir-
belkörpers V0 mit der Sagittale des Beckens identifiziert wird. Es stehen Methoden bereit, die
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Transversalebene
TransversalansichtFrontalansicht
z (lateral)z (lateral)
y (anterior)
x (superior)
Sagittale
Sagittale
obere Endplatte
obere Endplatte Wirbelkörper
Dornfortsatz
hintere Wirbelmauer
Abbildung 4.1: Lokales Koordinatensystem. Rot: Wirbelmauerzentrum
Lage und Orientierung des Beckens aus gemessenen Markerpositionen zu bestimmen, siehe
Davis III u. a. (1991) und Whittle (2007). Daher wird im folgenden die Lage des Beckens
und die Ausrichtung der Basis ossis sacri, K02 als bekannt vorausgesetzt. Die laterale Achse
e0z wird Beckenlaterale genannt.
Um ein deformierbares Kurvenelement als Modell der PVL zu definieren, wird das globale
Kurvenanpassungsproblem aus Abschnitt 3.2.3 an die Wirbelmauerzentren nach folgendem
Schema gelöst:
1) Kurvenfester Ursprung p
0,0
= r0 ist in K02 mit Anfangstangente Superior, t0 = ex.
2) Die weiteren Stützpunkte sind die Wirbelmauerzentren p
j,0
von mindestens vier zu
definierenden Modellwirbeln
Vˆj ⊆ V1, .., V25, j = 1, .., n, n ≥ 4, (4.1)
mit n als Anzahl der Modellwirbel.
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Superior (x)
Anterior (y)
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Anterior (y)
Lateral (z)
Anterior (y)
Transversale
L3
L4
L5
Frontale
L2 (Zentrum)
K1
t(0) r(0)
Abbildung 4.2: PVL in allgemeiner Lage
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3) Der Parametervektor für das Interpolationsproblem u0 wird mit der Sehnenlängen-
methode durch die Stützpunkte und die zwei gegebenen Anfangsbedingungen r0, t0
definiert:
u0,0 = u1,0 = 0, ui+1,0 =
i∑
j=2
||p
j,0
− p
j−1,0
||, i = 1, ..., n. (4.2)
3) Der eingespannte Knotenvektor λ0 wird mithilfe des Grad p = 5 und der Dierckx-
Methode aus dem Parametervektor u0 bestimmt:
λ0,0 = λ1,0 = ... = λ5,0 = 0 (4.3)
λj,0 = uj−3,0, j = 6, ..., n+ 1 (4.4)
λn+2,0 = λn+3,0 = ... = λn+6,0 = un+1,0. (4.5)
4) Das interpolierende Kurvenmodell in neutraler Haltung ist definiert als die eindeutige
quintische B-Splinekurve
r0(u) =
n+1∑
j=0
cj,0Nj,5, (4.6)
mit den normalisierten Basis-SplinesNj,5 zu λ0, die das folgende Hermite-Interpolations-
problem löst:
r0(0)
′ = t0, (4.7)
r0(u0,0) = r0, (4.8)
r0(uj,0) = pj,0, j = 1, ..., n, (4.9)
d.h. explizit,
[cT0,0 c
T
1,0 ... c
T
n+1,0]
T = E−10 [t
T
0 r0, p
T
1,0
... pT
n,0
]T , (4.10)
mit der Kollokationsmatrix E0, die zeilenweise gemäß Gl. 3.37 und Gl. 3.38 für diesen
Knotenvektor, Parametervektor und zwei Anfangsbedingungen definiert ist.
5) Die Schätzung für die PVL in allgemeiner (bewegter) Lage r(u) für die Zielperson ist
nun definiert als
r(u) =
n+1∑
j=0
cjNj,5, (4.11)
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mit
[cT0 c
T
1 ... c
T
n+1]
T = E−10 [t
T
0 r
T
0 , p
T
1
, ..., pT
n
]T , (4.12)
mit den normalisierten Basis-Splines Nj,5 zu λ0, worin pi, i = 1, ..., n die geschätzten
Positionen der hinteren Wirbelmauerzentren der Modellwirbel in der bewegten Lage
bezeichnet, vgl. Bild 4.2.
Man bemerkt, dass auf diese Weise eine natürliche Parametrisierung der Kurve r0(u) durch
die Position der hinteren Wirbelmauerzentren ausgewählter Wirbel in neutraler Lage gege-
ben ist. Da die Segmentlängen bei geeigneter Wahl der Modellwirbel von vergleichbarer
Länge sind, ist damit die Wahl der Sehnenlängenmethode zur Parameterbestimmung für
die praktische Berechnung der PVL von Nutzen, vgl. Abschnitt 3.2.3. Das deformierbare
Kurvenmodell r(u) wird im folgenden mit interpolierender PVL (i-PVL) bezeichnet. Der
3 · n-dimensionale Vektor
x = [pT
1
, ... pT
n
]T (4.13)
wird der Designvektor der i-PVL r(u) genannt. Dieser parametriert die Kandidatenkurven
für die Bestimmung der Wirbelsäulenlinie aus gemessenen Markerpositionen. Die spezielle
i-PVL in neutraler Haltung r0(u) ist durch den Designvektor
x0 = [c
T
1,0 ... c
T
n+1,0]
T (4.14)
definiert. Durch die feste Wahl der Anfangsbedingungen t0 und r0 sind alle Kandidaten-
kurven fest mit der Basis ossis sacri verbunden, mit fester Ausrichtung an der PVL in der
neutralen Haltung, d.h. die Kandidatenkurven schmiegen sich anatomisch exakt an den An-
fangspunkt der PVL, wie in Bild 4.2 zu erkennen ist.
4.1.2 Festlegung der Darboux-Tetrahedra
Im folgenden wird die Parametrisierung der i-PVL r(u) zu einem Designvektor x nach dem
Bogenlängenparameter s mit r(s) notiert, die der speziellen i-PVL entsprechend mit r0(s).
Die Kandidatenkurve i-PVL wird so zu einem Streifen mithilfe eines Darboux-Dreibein er-
weitert, dass die definierten Krümmungsinvarianten in neutraler Haltung als anatomische
Größen interpretiert werden können. Damit dieses geometrische Modell für die Bestimmung
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der Zielkurve aus gemessenen Hautmarkerpositionen genutzt werden kann, werden einige
vereinfachte Modellannahmen getroffen, die in diesem und dem folgenden Abschnitt erläu-
tert werden.
Zunächst wird angenommen, dass die Zielperson keine pathologischen Veränderungen der
Wirbelsäule hinsichtlich
a) abnormer Krümmung der Wirbelsäule in der Frontalebene (Skoliose),
b) abnormer Krümmung der Wirbelsäule in der Sagittalen (Hyperlordose, Hyperkyphose)
oder
c) Bewegungseinschränkungen einzelner FSUs (wie Bandscheibenvorfall, zervikale Hy-
permobilität oder lumbare Instabilität, o. Ä.).
Es wird angenommen, dass damit eine stabile, gleichmäßig gekrümmte PVL für Flexi-
on/Extension und Lateralbeugung innerhalb der neutralen Zone der FSUs gegeben ist.
Unter diesen Annahmen sind die Wirbelkörper, Kopf, Thorax und Becken in idealer neutraler
Haltung entlang der globalen Sagittalen ausgerichtet und ihre lokalen Sagittalen sind parallel
zur globalen Sagittalen; damit ist die Flächennormale der lokalen Sagittalen in der neutralen
Haltung durch die Beckenlaterale e0z gegeben, siehe dazu Bild 4.3, oben. Die i-PVL r(s)
wird zum Streifen erweitert durch das sakrumparallele Darboux-Dreibein
K2(s) = {r(s), [t(s), b(s), n(s)]} (4.15)
erweitert durch den konstanten Horizontvektor e0z, d.h.
t(s) = r′(s), (4.16)
λ(s) = ||e0z × t(s)||, (4.17)
b(s) =
e0z × t(s)
λ(s)
, (4.18)
n(s) = t(s)× b(s). (4.19)
Für die allgemeine i-PVL r(s) definiert n(s) als geschätzte laterale Achse die geschätzte Sa-
gittalebene im Punkt r(s). Die Einheitstangente t(s) definiert die geschätzte lokale superiore
Achse. Sie definiert als Flächennormale die geschätzte lokale Transversalebene im Punkt
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Abbildung 4.3: Neutrale Haltung und Flexion des Oberkörpers, modifiziert nach Christophy
u. a. (2012)
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r(s). Die Seitentangente b(s) definiert die geschätzte anteriore Achse; sie ist die Flächennor-
male der geschätzen Frontalebene im Punkt r(s) der i-PVL. Nach der Definition 4.16 ist sie
stets orthogonal zur Beckenlateralen e0z, also parallel zur Sagittalebene am Sakrum. Daher
rührt der Name dieses speziellen Darboux-Darboux.
Nach Christophy u. a. (2012) sind die lokalen Sagittalen in idealer neutraler Haltung (Bild 4.3,
oben), sowie bei idealer Flexion/Extension in der Sagittalen (Bild 4.3, unten) orthogonal zur
Beckenlateralen ausgerichtet. Die lokalen Sagittalen sind in diesem Fall mit der globalen Sa-
gittalen identisch. In der passiven Lateralextension im Antero-Posterior Radiographen nach
Putto und Tallroth (1990), siehe Bild 4.4, wird ein Proband frontal an einer Fotoplatte aus-
gerichtet, die von einer Roentgenquelle in Antero-Posteriorer Ausrichtung belichtet wird.
Der Proband wird in einer Lateralextensionslage fixiert, so dass der Thorax, Becken und
Gesicht parallel nach anterior ausgerichtet sind. Die anteriore Achse am Thorax und Kopf
wird dadurch annähernd parallel zur Beckensagittale ausgerichtet. Diese Haltung wird als
idealisierte Lateralbeugung aufgefasst. Die Schätzung der anterioren Ausrichtung durch den
sakrumparallelen Darboux-Dreibein ist in diesen drei Fällen annähernd korrekt, da die ante-
riore Achse parallel zur Sagittale am Becken ausgerichtet ist. Die Autoren White und Panjabi
(1990) geben an, dass idealisierte Flexion-Extension des Oberkörpers in der Sagittalen die
natürliche Funktion der Wirbelsäulenlinie darstellt. Nach diesen Autoren, vgl. auch Pearcy
und Tibrewal (1984), geht Lateralbeugung im unteren Lumbarbereich mit gleichzeitiger –
geringer – Rotation der Wirbelkörper um die superiore und die laterale Achse einher. Eine
idealisierte Lateralbeugung, ohne dass einzelne Wirbel im Lendenbereich die ursprüngliche
Sagittale verlassen, findet demnach nicht statt.
Im folgenden wird angenommen, dass die Abweichung der lokalen Sagittalen vom sakrum-
parallellen Darboux-Dreibein gering ist, die Ausrichtung der lokalen Sagittalen wird in die-
ser Arbeit durch das sakrumparallelen Darboux-Dreibein geschätzt. Diese Schätzung kann
nicht auf allgemeine Bewegungen des Oberkörpers ausgeweitet werden, da bedeutende Tor-
sion des Thorax gegenüber dem Becken auftreten kann. Die lokale anteriore Richtung kann
dann bedeutend von der Sagittalen am Becken abweichen. Für die Bewertung solcher Bewe-
gungen sollte die Methodik in der Zukunft verfeinert werden.
Im weiteren werden die Krümmungsinvarianten des sakrumparallellen Dreibeins einer i-PVL
r(s) aus 3.21 mit γ(s) für geodätische Krümmung, β(s) für Normalkrümmung und α(s)
für geodätische Windung fest notiert. Für die i-PVL r0(s) in neutraler Haltung werden die
Invarianten mit γ0(s), β0(s) und α0(s) notiert.
Die Normalkrümmung der i-PVL r0(s), β0(s), wird als Referenz für Lateralbeugung des
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Abbildung 4.4: Antero-Posterior Radiograph nach Putto und Tallroth (1990)
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Oberkörpers genutzt, siehe Bild 4.5, oben: Bei Lateralbeugung aus der neutralen Haltung
muss die PVL entlang der Wirbelkörper in der Frontalen gekrümmt werden, damit sie weiter
der superioren Richtung folgen kann. Bei Krümmung nach rechts nimmt die Normalkrüm-
mung β(s) gegenüber β0(s) ab, da diese Krümmung entgegen der Orientierung der lateralen
Achse n wirkt. Bei Beugung nach links dreht sich das Vorzeichen, die Normalkümmung
nimmt dann zu. Die geodätische Krümmung der i-PVL r0(s), γ0(s), wird als Referenz für
Flexion/Extension des Oberkörpers genutzt, siehe Bild 4.5, unten: Bei Extension aus der
neutralen Haltung wird die PVL entlang der Wirbellinie innerhalb der lokalen Sagittalen
gekrümmt werden, damit sie weiter der superioren Richtung folgen kann. Die PVL in Ex-
tensionslage hat geringere geodätische Krummung γ(s) als die i-PVL in neutraler Haltung,
da sie entgegen der anterioren Richtung b gekrrummt wird. Bei Flexion dreht sich das Vor-
zeichen um und die geodätische Krümmung γ(s) wächst gegenüber γ0(s).
Die Identifikation der Tangentialebene mit der Sagittalebene ist willkürlich. Eine Ausrich-
tung der Tangentialebene in Richtung der Frontalebene führt zu einer gleichwertigen Be-
schreibung, nur das in diesem Fall geodätische Krümmung als Lateralbeugung interpretiert
würde. Normalkrümmung würde dann entsprechend als Flexion/Extension gedeutet.
4.2 Methode zur Schätzung einer i-PVLK aus gemessenen Markerpo-
sitionen
In diesem Abschnitt wird ein Verfahren hergeleitet, das auf Basis mehrerer Kriterien eine
optimale geschätzte i-PVL bestimmt, die zu einer Testperson und m gemessenen Positio-
nen rMj von Markern Mj , j = 1, ...,m, korrespondiert. In Übereinstimmung mit Labesse
u. a. (1996) und Cappozzo u. a. (2005) wird angenommen, dass die Marker in etwa auf Höhe
der hinteren Dornfortsätze auf der Haut der Zielperson aufgebracht und stereophotogramme-
trisch gemessen sind, siehe Bild 4.6, links. Hierzu wird davon ausgegangen, dass eine ideale
i-PVL r∗(s) existiert, die die vorgegebenen Messungen der Markerpositionen rMj unter Be-
rücksichtigung der relativen Verschiebungen der Haut in bestmöglicher Form wiedergibt.
Die Optimalitätskriterien sowie die Komponenten des Designvektors x1 werden im folgen-
den näher beschrieben.
4.2.1 Beziehung einer i-PVL zu gemessenen Markerpositionen
Sei eine Schätzung einer i-PVL r(s) durch einen Designvektor x und das sakrumparallele
Dreibein K2(s) gegeben . Sie soll in Bezug zu m gemessenen Positionen rMj von Hautmar-
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Abbildung 4.5: Lateralbeugung aus neutraler Haltung (oben) und Flexion-Extension aus neu-
traler Haltung (unten) führt zu Krümmung der PVL
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kern Mj , j = 1, ...,m derart gesetzt werden, dass die Hautmarker einen konstanten Normal-
abstand dj zu der i-PVLK r∗(s) in jeder Haltung einhalten (vgl. Bild 4.6, links).
Um die Schätzung r(s) mit den Markern in Verbindung zu bringen, werden m verschiebli-
che „Slider“ Sj (Bild 4.6, links und Mitte) als Modell für den Normalabstand eines Markers
zur Kurve eingeführt, siehe Rosenthal und Kecskeméthy (2009). Diese modellieren Nor-
malabstände in Abhängigkeit eines Kurvenparameters sj und den Winkel ϑj , j = 1, ...,m,
zum Dreibein K2(s) derart, dass die Enden der Slider M̂j auf dem Strahl entlang der Nor-
malabstände d˜j liegen. Dann stellt der Abstand von M̂j zu Mj denn Anpassungsfehler dar.
Als Designvektor x1 wird der in 4.13 definierte Designvektor x um die Sliderkoordinaten
s = [s1, s2, ..., sm]
T erweitert:
x1 = [x
T , sT ]T (4.20)
mit den implizten Zwangsbedingungen
r′(sj)
T · (rMj − r
′(sj)) = 0, j = 1, ...,m (4.21)
und
ϑj = atan2{(rMj − r(sj))
T · n(sj), (rMj − r(sj))
T · b(sj)}, j = 1, ...,m (4.22)
für den Winkel ϑj zwischen dem Strahl zwischen rMj und r(sj) und der Binormalen b(sj).
Die Anpassungsgüte von r(s) an die Marker Mj wird dann durch die gewichteten quadrati-
schen Fehlerterme:
f(x1)1 =
m∑
j=1
wj(||r(sj)− rMj || − dj)
2 (4.23)
gegeben, siehe Bild 4.6, rechts.
4.2.2 Beziehung einer i-PVLK zur neutralen Lage
In diesem Unterabschnitt soll ein Konzept zur Deformation einer i-PVL aus der neutralen
Lage heraus entwickelt werden, aus dem einige Kriterien zur Bewertung einer Schätzung
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Abbildung 4.6: Wirbelsäulenlinie und Hautmarker in Sagittale (links, Ansicht von rechts),
Kurvenmodell mit Markern Mj (dunkel) und errechnete Marker Mˆj (hell) in Bezug auf La-
borsystem K0 (Mitte), Anpassungsfehler in Transversalansicht (rechts)
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r(s) einer i-PVLK abgeleitet werden. Basierend auf den Ergebnissen von Lafon u. a. (2010),
nachdem die Segmentlängen ℓi (s.u.) einer idealtypischen i-PVL r∗(s) bis auf weniger als
1,5% gleich den Segmentlängen der i-PVLK r0(u) in der neutrale Lage sind, wird als Ne-
benbedingung angenommen
ℓi =
∫ ui,0
u1,0
||r∗
′
(u)||du = ℓi,0 =
∫ ui,0
u1,0
||r′0(u)||du i = 2, ..., n. (4.24)
Ebenso wird angenommen, dass die gleichmäßige Krümmung einer stabilen PVL dadurch
erhalten bleibt, dass Verformung der PVL infolge Flexion/Extension, Lateralbeugung und
Oberkörpertorsion gleichmäßig entlang der PVL erfolgt. Dazu wird kleine (infinitesimale)
Flexion/Extension aus neutraler Haltung an allgemeinem Punkt r(s) proportional zu einem
festen Faktor wγ über die geodätische Krümmung
∆fγ = wγ · (γ(s)− γ0(s)) (4.25)
und der Gesamtaufwand für Krümmung infolge Flexion/Extension durch das verallgemei-
nerte linear elastische Funktional
fγ(x1) = wγ
∫ ℓn
0
(γ(s)− γ0(s))
2ds (4.26)
bewertet. Ebenso wird kleine (infinitesimale) Lateralbeugung aus der neutralen Haltung pro-
portional zu einem festen Faktor wβ über die Normalkrümmung
∆fβ = wβ · (β(s)− β0(s)) (4.27)
und der Gesamtaufwand für Krümmung infolge Lateralbeugung durch das verallgemeinerte
linear elastische Funktional
fβ(x1) = wβ
∫ ℓn
0
(β(s)− β0(s))
2ds (4.28)
bewertet. Es wird angenommen, dass eine idealtypische i-PVL r∗(s) den Gesamtaufwand
für Flexion/Extension und Lateralbeugung minimiert.
Die Oberkörpertorsion wird über den Winkel ϑj der geschätzen Markerpositionen M̂j zur ge-
schätzen Sagittalebene bewertet. Diese Drehung setzt sich zusammen aus der relativen Torsi-
onsdrehung der Wirbelkörper untereinander und der Gleitung der Haut relativ zum Wirbel in
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Transversalrichtung. Da beide Effekte über entsprechende Steifigkeiten des Gewebes entste-
hen, wird hier angenommen, dass eine idealtypische i-PVL die Torsionsenergie minimiert.
Der Torsionsaufwand wird durch die diskretisierte geodätische Torsion, siehe Rosenthal u. a.
(2012), bewertet:
fϑ(x1) =
m∑
j=1
tk(ϑj − ϑj−1)
2, (4.29)
mit den Torsionssteifigkeiten tk, und den Sliderkoordinaten ϑj .
Die Sliderwinkel ϑj entsprechen einer Rotation des Markers um die superoinferiore Ach-
se mit Bezug zum sakrumparallelen Dreibein auf Höhe der Bogenlänge sj , siehe Bild 4.6,
rechts. Eine moderate diskretisierte geodätische Torsion entspricht einer geringen Abwei-
chung der Hautmarker entlang der i-PVL, siehe Bild 4.7, links. Große Abweichung der
Hautmarker vom sakrumparallelen Darboux-Dreibein bewirkt große diskretisierte geodäti-
sche Torsion (Bild 4.7, rechts).
Der Gesamtaufwand, der durch r(s), erweitert zum Streifen und mit den Slidern Sj wird in
Bezug zu den gemessenen Markerpositionen rMj und den im vorigen Abschnitt definierten
Anpassungsgüte gesetzt. Als Ansatz für die Bestimmung der Wirbelsäulenlinie ergibt sich
somit die Minimierung der Kostenfunktion
f2(x1) =
∫ ℓn
0
wγ(γ(s)− γ0(s))
2 +wβ(β(s)− β0(s))
2ds (4.30)
+
∑m
j=1 tk(ϑj − ϑj−1)
2.
4.3 Optimierungsansatz zur Ermittlung der Wirbellinie
Das Verfahren wurde wie in Rosenthal und Kecskeméthy (2009); Rosenthal u. a. (2012)
beschrieben, mithilfe der C++-Mehrkörpersimulationsbibliothek M ❛ ❛❛ ❛BILE, Kecskeméthy
(1993) implementiert. Zur Modellierung und Bestimmung von Invarianten von Splinekur-
ven und begleitenden Dreibeine wird dabei auf die Unterbibliothek MoCurveJoint, siehe
Tändl (2009), zurückgegriffen. Diese Bibliothek ist zur Generierung und Analyse von Be-
wegungen von Festkörpersystemen K2(t), entlang einer Trajektorie, modelliert durch Spli-
nekurven bzgl. eines kurvenfesten Systems K1, entworfen worden. Das kurvenfeste System
K1 wird mit dem Becken identifiziert. Die Bibliothek MoCurveJoint delegiert die Lösung
der Hermite-Interpolationsprobleme und Evaluation von Splinekurven in B-Splineform an
Dierckx (1993).
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Abbildung 4.7: Leitkurve mit sakrumparallelen Dreibein (links), Streifen mit geringer (2.v.l),
mittlerer (3.v.l) und hoher (ganz rechts) diskretisierter Torsion. Zur Übersichtlichkeit wird
der Streifen auf seine Tangentialebene reduziert.
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Wie in Rosenthal und Kecskeméthy (2009) beschrieben, können die Nebenbedingungen
Gl. 4.21 und Gl. 4.22 durch geometrische Übertragungselemente modelliert und mithilfe der
Powell-Hybrid-Methode, siehe Powell (1970), gelöst werden, wenn f(x1) berechnet wird.
Dadurch werden die Sliderkoordinaten s, ϑ, eliminiert und als reduzierter Designvektor des
Verfahrens bleibt der Designvektor der i-PVL x.
Die Minimierung der Kostenfunktion Gl. 4.30 erfolgt durch die Optimierungsbibliothek
NAG, Mark 8, Routine e04unc, siehe NAG (2005). Diese Routine ist ein SQP-Löser für
allgemeine nichtlineare Optimierungsprobleme wie das vorliegende. Die Berechnung der
Beugeterme fγ(x1) und fβ(x1) wird durch die Trapezsumme,
fˆκ(x) =
ℓn
nstep
[
nstep∑
k=0
wγ(γ(
kℓn
nstep
)− γ0(
kℓn
nstep
))2 + wβ(β(
kℓn
nstep
)− β0(
kℓn
nstep
))2] (4.31)
angenähert, wo nstep die Anzahl der Unterteilungen darstell, siehe Stoer (1983). Die Sum-
manden haben dabei die Form von 2 · nstep nichtlinearen Federpotentialen, die man sich
näherungsweise als Paare von Torsionsfedern entlang der Kurve r(s) vorstellen kann. Die
Summanden spielen dabei die Rolle von Rückstellkräften, die auf die Koordinaten des redu-
zierten Designvektors x wirken. Damit die Näherung 4.31 ausreichend genau und damit die
Berechnungen numerisch stabil sind, sind genügend Unterteilungen zu wählen. Für die hier
durchgeführten Simulationen wurde nstep = 100 gewählt. Segmentlängen Gl. 4.24 werden
dazu mit den Methoden der Arbeit Tändl (2009) errechnet.
In der Definition der Kostenfunktion nach 4.30 treten Ausdrücke bis zur Ableitung t′(s) =
r′′(s) auf. In Kapitel 3 wurde ausgeführt, dass für die Lösung von nichtlinearen Optimie-
rungsproblemen durch SQP die Kostenfunktion und alle Nebenbedingungen zweifach stetig
differenzierbar sein müssen. Daher muss der Grad der Splinekurve r(u) mindestens fünf
sein; die Methodik, die in diesem Kapitel vorgeschlagen wird, basiert aus diesem Grund auf
quintischen Splinekurven. Zur Definition einer quintische Splinekurve sind mindestens sechs
Randbedingungen notwendig, von denen zwei durch die festen Anfangsbedingungen t0 und
r0 gegeben sind. Daher sind vier weitere Modellwirbel notwendig, um genügend Randbe-
dingungen zu erhalten.
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5 Experimentelle Überprüfung des Konzepts
In diesem Kapitel soll anhand experimentell erhobener Daten geprüft werden, ob die im
vorherigen Kapitel entwickelte Methodik zur Schätzung einer i-PVL zu plausiblen Simula-
tionsergebnissen führt. Dazu wurden zwei Einzelfall-Experimente durchgeführt; im ersten
Experiment werden die Modellparameter aus der MRT Messung eines Probanden A (männ-
lich, asymptomatisch, 41 Jahre, 79 Kg, 1,90m Körpergröße) hergeleitet und die Simulation
der Wirbelsäulenlinie für eine gemessene Lateralbeugung mit veröffentlichten Daten vergli-
chen. Im zweiten Experiment werden an einem Probanden B (männlich, asymptomatisch,
46, 72 Kg, 1,79 m Körpergröße) CT-gemessene Lumbarkurven mit Simulationsergebnissen
für definierte Oberkörpertorsion verglichen.
5.1 Einzelfall Lateralbeugung
5.1.1 Datenbasis für die Parameterbestimmung
Proband A wurde in suppiner, neutraler Haltung in einem MRT durch die Tribology Group
der Rush University, Chicago, Illinois (USA) in Gänze vermessen, siehe Bild 5.1. Das Ein-
verständnis des Probanden und des lokalen Ethikkommittees wurde eingeholt. Vor der Auf-
nahme wurden sieben ölhaltige Ersatzmarker Mj , j = 1, ..., 7, die für diesen Zweck aus
Holzperlen und Plastikfüßen hergestellt wurden, in Höhe der Dornfortsätze der Wirbelkör-
per:
1) Sakrum=M1, L3= M2, L1= M3 des Lumbarsegments,
2) Th10= M4 und Th4= M5 des Thoraxsegments und
3) C7=M6 C3=M7 und des Zervikalsegments,
aufgebracht, so dass i) jedem Bewegungssegment mindestens zwei Hautmarker zugeordnet
werden können und ii) an den Enden jedes Bewegungssegments ein Hautmarker platziert ist,
vgl. Leardini u. a. (2009). Diese Hautmarker sind im MRT ortbar, siehe Bild 5.1 und Bild 5.3,
oben. Zur Bestimmung eines beckenfesten Referenzsystem K1 wird die Newington-Gage-
Methode herangezogen, siehe Davis III u. a. (1991), welche das Beckenzentrum aus zwei
zusätzlichen Hautmarkern an den Referenzpunkten linker und rechter vorderer Beckenbogen
(left/right anterior superior iliac spine, LPSI=M8 , RPSI=M9) bestimmt.
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Abbildung 5.1: Proband A in suppiner Haltung, MRT-gemessen, Hautmarker (rot)
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Nach der MRT Vermessung führte Proband A eine Lateralbeugung aus aufrechtem, neutralen
Stand 30◦ nach rechts aus. Die Ganglabordaten wurden mit einem 12-Kamera optoelektro-
nischen Motion-Capture System vom Typ Oqus, Qualisys, Gothenburg, Schweden, bei einer
Abtastrate von 120 Hz gemessen, das Messinteral beträgt 5 Sekunden.
5.1.2 Bestimmung der Modellparameter
elementare Rotation um Achse Superior (x)
WMZ
WMZ
WMZ
Sagittalansicht
Transversalansicht
elementare Rotation um Lateral (z)
elementare Rotation um Anterior (y)
Frontalansicht
Wechsel zwischen Laborkoodinaten zu körperfesten Koordinaten
Translation in x-Richtung
Translation in y-Richtung
Translation in z-Richtung
Orientierung der Lösung in Laborkoordinaten
Superior
Anterior
Lateral
Punktewolke in Laborkoordinaten (mm)
obere Endplatte
Dornfortsatz
hintere Wirbelmauer
Beenden/Neustart
Auswahl der Punktewolke
Abbildung 5.2: Visualisierung der Punktewolke und inkrementelle Anpassung am Beispiel
des Wirbels L4
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Die Wirbelkörper inkl. dem Sakrumpodest (S1), sowie die Hautmarkerpositionen Mi, i =
1, ..., 7 wurden mithilfe der interaktiven Region-Growing-Methode, siehe Maleike u. a. (2009)
aus der MRT Aufnahme als Punktwolken geschätzt. Die MRT werden in Voxel von 2 mm
Durchmesser in kranialkaudale Richtung, sowie 1 mm in lateraler und anteroposteriorer
Richtung diskretisiert. Die hinteren Wirbelmauerzentren ri und die lokalen klinischen Ach-
sen R2 = [e
i
x, e
i
y, e
i
z] werden per Hand an die Punktwolken angepasst durch Feinverschie-
bungen und Rotationen in Schritten von 1 mm bzw. 1 ◦ mit sechs Freiheitsgraden entlang der
klinischen Achsen. Die Freiheitsgrade werden als elementare Transformationen der Form:
∆x =

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 (5.1)
für elementare Translation um 1 mm in x-Richtung (Superior) und
∆ρx =

1 0 0 0
0 cos( π
180
) sin( π
180
) 0
0 −sin( π
180
) cos( π
180
) 0
0 0 0 1
 (5.2)
für Rotation um x-Richtung (Superior) um 1◦ in körperfesten Koordinaten dargestellt, für die
elementaren Translationen und Rotationen entlang y (Anterior), z-Richtung (laterale Achse)
entsprechend. Als Anfangsschätzung dient der Mittelpunkt jeder Punktewolke, mit Einheits-
ausrichtung an dem Koordinatensystem des MRT-Scanners als Lateral (x-Richtung), Anteri-
or (y-Richtung) und Superior (z-Richtung), siehe auch Bild 5.1. Danach werden elementare
Transformationen inkrementell angewendet, bis visuelle Deckung in lokaler Frontale, Trans-
versale und Sagittale erreicht ist. Visualisierung und elementare Transformationen wurden
mithilfe der symbolischen Berechnungssoftware Matlab (Mathworks, Natick, MA, USA)
implementiert, siehe Bild 5.2. Die Unsicherheiten infolge von Diskretisierungsfehlern und
Fehlanpassung der WMZ betragen mindestens ca. 1 mm bzw. 1◦. Die ermittelten klinischen
Achsen und WMZ sind in Bild 5.1 abgebildet.
Als Modellwirbel für die i-PVL in neutraler Haltung werden vom Startwirbel S1 (Basis os-
sis sacri) aus jeder zweite Wirbel in Richtung kranial festgelegt, also die 13 Wirbel S1, L4,
L2, Th12, Th10, Th8, Th6, Th4, Th2, C7, C5, C3, C1, die laut Abschnitt 4.1.1 mit geraden
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Indizes notiert sind. Die i-PVL in neutraler Haltung r0(s) wird wie in Abschnitt 4.1.1 be-
schrieben an diese Modellwirbel angepaßt. Die Normalabstände werden ermittelt, in dem die
Nebenbedingungen Gl. 4.21 und Gl. 4.22 mithilfe der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Model-
limplementierung gelöst werden; der Abstand wird durch dj = ||rMj − r(sj)|| bestimmt. Die
Segmentlängen ℓj werden mithilfe der Modellimplementierung wie in Abschnitt 4.3 erläutert
bestimmt.
Die Lage und Orientierung des Beckenzentrums K1(t) wird mit der Newington-Gauge-
Methode zu jedem Zeitpunkt des Analyseintervalls aus den Markerpositionen Sacrum (M1),
LASI (M8), und RASI (M9) bestimmt. Die Lage und Orientierung der Basis ossis sacri, K02
in der Anfangslage der Bewegungsanalyse ergibt sich mit der von den Autoren Davis III u. a.
(1991) angegebenen Lage des Beckenzentrums in K1(t) aus der händisch bestimmten Lage
der Basis ossis sacri. Es wird angenommen, dass die Lage von K02 während der gesamten
Bewegungsanalyse fest im Koordinatensystem K1(t) ist. Laut der Arbeit von Leardini u. a.
(1999) ist der mittlere Fehler dieser Methode in der Lage des Beckenzentrums ∆ =29,1 mm,
bei einer anatomischen Schwankung von ca. 15 mm in den Koordinaten des Beckenzentrums
über die Population. Diese Genauigkeit ist für die qualitative Bewertung der Simulationser-
gebnisse ausreichend, die Lage des Hautmarkers am Sacrum, rM1 wird im folgenden nicht
weitergehend analysiert.
Um einen Anfangswert für den Designvektor x des Optimierungverfahren (vgl. Gill u. a.
(1981)) abzuleiten, wird die Konfiguration der i-PVL zu Beginn der Bewegungsanalyse grob
geschätzt. Nach Mauch u. a. (2010) bewirkt eine Änderung der Haltung von suppin zu neutra-
lem Stand eine Änderung der lordotischen Kurve von mindestens 6◦, sowie eine Stauchung
im Bereich von 1-2 mm pro Wirbelkörper. Um diese Haltung zu approximieren, werden die
Wirbel Th10-C1 oberhalb der Lendenwirbelsäule mit Fixpunkt im WMZ des Wirbels Th10
um die laterale Achse rotiert, bis sich visuelle Deckung von Hautmarkern und WMZ ergibt,
siehe Bild 5.3. Dazu wurde der Winkel auf 10◦ festgelegt. Die so erhaltenen Wirbelmauer-
zentren dienen als Anfangsschätzung für x.
Aufgrund der Neuartigkeit des numerischen Ansatzes kann innerhalb dieser Arbeit eine sys-
tematische Analyse nicht erfolgen. Die benötigte Rechenzeit für eine einzelne Schätzung der
i-PVL aus gemessenen Markerpositionen variiert zwischen ca. einer Minute bis zu mehr als
zwei Minuten (siehe Abschnitt 5.1.3), so dass eine systematische Identifikation der zu de-
finierenden Steifigkeitsparameter wβ , wγ , wk und tk zu diesem Zeitpunkt nicht zielführend
wäre. Stattdessen wird die Durchführbarkeit der Methode und die Plausibilität der Simulati-
onsergebnisse in einer einzelnen Pilotauswertung bewertet.
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Abbildung 5.3: Grobe Annäherung der Anfangslage und i-PVL in Anfangslage (oben), i-
PVL in Lateralextension (unten), Hautmarker (rot)
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Dazu werden die Steifigkeits-Parameter in einem ad-hoc Verfahren so skaliert, dass im An-
fangspunkt der Bewegungsanalyse i) die Anpassungsgüte der Hautmarker an die geschätzte
PVL akzeptabel ist und ii) die Konditionszahl des in Abschnitt 4.3 beschriebenen Optimie-
rungsverfahren in der Nähe der Lösung hinreichend klein ist. Die Plausibilität dieser Ergeb-
nisse kann eine systematische Analyse des numerischen Ansatzes werden.
Zunächst wird angenommen, dass Flexion/Extension und Lateralbeugung aus der neutralen
Haltung gleich wahrscheinlich bzw. gleich aufwändig ist und wβ = 1, wγ = 1 fest definiert.
Da die WMZ nur bis auf 1 mm genau händisch bestimmt werden können ist eine Anpas-
sungsgüte der Hautmarker an die geschätzte Kurve von 1 mm ausreichend. Eine Konditions-
zahl in der Nähe der Lösung unterhalb von 100 wird hinsichtlich der Kriterien in Abschnitt
3.3.2 akzeptiert.
Für die wk wird zunächst wk = 1 und die tk wird tk = tk = 3π angenommen. Danach werden
folgende Schritte durchgeführt:
1) Löse das Optimierungsproblem Gl. 4.30 mit den definierten Parametern in der An-
fangskonfiguration der Bewegungsanalyse.
2) Bestimme den maximalen Anpassungsfehler ε = max(||Mj − M̂j||.
3) Falls ε > 1 mm multipliziere alle wk mit 10 und wiederhole Schritt 1-3).
4) Falls die Konditionszahl bei der Lösung größer als 100 ist, erhöhe tk um 3π und wie-
derhole 1) und 4).
Nach fünf Iterationen erhält man so die Parameter wβ = wγ = 1, wk = 1000, tk = 18π .
Das Verfahren zur Schätzung der i-PVL aus Abschnitt 4.2 wird mit den bestimmten Parame-
tern und definierter Anfangsschätzung für x zum Zeitpunkt t = 0 gelöst, siehe Bild 5.3, oben.
Für die übrigen Zeitpunkte t ∈]0, 5s] wird die Lösung x∗ des vorangehenden Zeitschritts
tvorher = t−
1
120
s als Anfangsschätzung genutzt und das Optimierungsverfahren inkrementell
weitergeführt. Um den Suchraum zu beschränken, werden die Grenzen l, u nach Abschnitt
3.2.2 so gewählt, dass die Zielkoordinaten um 1 cm von der Anfangslösung abweichen kön-
nen, was bei der Abtastrate von 120 Hz einer maximalen Geschwindigkeit von 1,2 m
s
bzw.
einer maximalen Winkelgeschwindigkeit von ca. 1,2 Hz bei einer Länge des Torso von ca.
1m. entspricht. Diese Winkelgeschwindigkeit wird bei der maixmalen Lateralextension von
30◦ nicht überschritten.
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Tabelle 5.1: Performance-Zahlen des Lösungsverfahren für Lateralbeugung
Mittelwert Min Max
Anzahl Iterationen 99,11 11 179
CPU Zeit (s) 96 10 173
Logarithmus der Konditionszahl 2,29 0 7,66
5.1.3 Ergebnisse
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Abbildung 5.4: Verteilung des Logarithmus der Konditionszahl
In Tabelle 5.1 sind die numerischen Kennzahlen des Lösungsverfahrens angegeben. In dieser
Tabelle wird für die Konditionszahl bei der Lösung des Problems der dekadische Logarith-
mus angegeben, in Bild 5.4 ist ein Histogramm des dekadischen Logarithmus der Kondi-
tionszahl bei der Lösung für alle Instanzen des Fittingproblems abgebildet. Die gesamte
Rechenzeit betrug 16h, bei einer mittleren Zeit für eine einzelne Kurvenbestimmung von 96
s. Das Verfahren ist in jeder Instanz konvergent. Während in den meisten Fällen eine mode-
rate Konditionszahl in der Größenordung zwischen 102 und 103 ermittelt wird, ergibt sich in
einigen Fällen ein schlecht gestelltes Problem mit einer Konditionszahl über 106 hinaus.
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Zur Plausibilitätsprüfung werden folgende Ergebnisse angegeben, für die Vergleichswerte in
der Literatur bestehen:
1. Die Sliderwinkel ϑj , j = 2, .., 7, bezogen auf den Wert am Ausgangspunkt der Bewe-
gung: ∆ϑj(t) = ϑj(t) − ϑj(0), j = 2, .., 7, t ∈ [0, 5s]. Dies entspricht der Summe
der geschätzen Rotation des Wirbels und der Hautbewegung um die i-PVL, bezogen
auf den Ausgangswert und gemessen zum sakrumparallelen Darboux-Dreibein, vgl
Bild 4.6.
2. Der Abstand der Weglängenkoordinaten sj , j = 2, ..., 7, zur Ausgangskoordinate, in %
des Ausgangswertes. ∆sj(t) = (sj(t)− sj(0)) · 100%sj(0) . Dies entspricht der geschätzten
Hautbewegung in kraniokaudaler (superoinferiorer) Richtung, relativ zur geschätzten
i-PVL.
In Bild 5.5 finden sich die geschätzten Rotation (oben) und Hautbewegungen (Mitte) für den
Lumbarbereich, Wirbel L3, L1, Th10. Zum Abgleich findet sich unten der die Konditions-
zahl des SQP-Lösers bei der Lösung über die Zeit. In Bild 5.6 finden sich die geschätzten
Rotation (oben) und Hautbewegungen (Mitte) für den Thoraxbereich, Wirbel Th4, C7, C3.
Die Konditionszahl des SQP-Lösers ist ebenfalls zum Vergleich abgebildet. Zur weiteren
Analyse ist die geschätze i-PVL in der Lateralextension von 30◦in Bild 5.3, unten abgebil-
det.
Wie man sieht, wird für den Wirbel T10, L1 und L3 eine maximale Rotation von ca. 10◦ nach
rechts geschätzt. Für den Thorax- und Zervikalbereich wird eine maximale Rotation von ca.
15◦ nach rechts geschätzt. Die prozentuale Hautdehnung beträgt ca. 40% für L3, 15% für
L1 und 10% für T10. Im Thorax- und Zervikalbereich wird eine prozentuale Dehnung von
ca. 10% geschätzt. Diese geschätzten Werte sind im zeitlichen Verlauf weitgehend glatt,
es ergeben sich jedoch einzelne Spitzen bzw. Sprünge. Eine direkte Gegenüberstellung von
Konditionszahl und geschätzter Hautbewegung (rote Markierungen in Bild 5.5 und Bild 5.6)
zeigt, dass die Zeitpunkte von höchster Konditionszahl diesen Sprüngen vorangehen.
5.1.4 Diskussion
Die geschätzten Werte werden mit den von Pearcy und Tibrewal (1984), Stinton (2011) und
Moga (2010) veröffentlichten Werten für vergleichbare Bewegungen des Oberkörpers quali-
tativ verglichen. Stinton (2011) gibt eine gute Verläßlichkeit der durch Hautmarker geschätz-
ten Rotation in Höhe des Wirbels T10, verifiziert mit knochenimplantierten Pins an Kadaver-
experimenten, für laterale Beugung an. Für die Maximalwerte dieser Rotation geben Pearcy
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Abbildung 5.6: Geschätzte Rotation (oben), Hautbewegung (Mitte) und Konditionszahl bei
Lösung
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und Tibrewal (1984) entsprechende Werte an; die Maßzahl der prozentualen Abweichung
der Hautposition vom Ausgangswert wird in Moga (2010) unter dem Namen prozentuale
Dehnung (percent strain) für Flexionsbewegungen angegeben.
Stinton (2011) gibt für eine Lateralbeugung von 15◦, vollzogen an Kadavern und mit Kno-
chenpins verifiziert, eine Drehung des Wirbels T10 von ca. 5◦ nach rechts an, siehe Bild 5.5,
oben, grüne Linie. Er gibt weiterhin eine über den Hautmarker L3 gemessene Rotation von
ca. 3◦ nach rechts an, während die mit Knochenpins verifizierte Rotation laut seiner Arbeit
ca. 5◦ nach links beträgt (grüne, gestrichelte Linie). Die in der vorliegenden Arbeit simu-
lierte und über die Haut gemessene Rotation von ca. 10◦ nach rechts entspricht der in Pearcy
und Tibrewal (1984) angegebenen, erwarteten Maximalrotation von ca. 8 − 12◦ . Dass die
über die Hautmarker geschätzte Rotation in die falsche Richtung geht — nach rechts statt
nach links — ist konsistent mit der Messung von Stinton. Die in Moga (2010) angegebene
Hautdehnung von 10.7% für T10 und 41.7% für L3 (siehe Bild 5.5, Mitte, grüne Linien)
entspricht den in der vorliegenden Arbeit geschätzten Werten.
Für den Thorax und Zervikalbereich fehlen diese Werte in der Literatur; jedoch zeigt Bild 5.3
eine unnatürliche simulierte Krümmung des Thoraxbereichs (grüne Markierung), die nicht
mit der Steifigkeit dieses Bereichs in Einklang ist, vgl. Kapitel 2. Dies ist darin begrün-
det, dass der Thorax mit denselben Steifigkeitsparametern wβ und wγ modelliert wurde wie
der Lumbarbereich. Die Haltung des Halsbereichs erscheint unnatürlich. Die Rotation von
Thorax- und Zervikalbereich ist von Richtung und Betrag zumindest plausibel.
Insgesamt werden plausible Ergebnisse im Lumbarbereich erzielt. Die Ergebnisse zeigen,
dass die Modellierung in dieser Form nicht auf den Thoraxbereich ausgedehnt werden kann.
Die enge zeitliche Korrelation zwischen Spitzen bzw. Sprüngen in den geschätzten Werten
und der Konditionszahl legt nahe, dass das numerische Verfahren in einzelnen Fällen dege-
neriert und keine Lösung gefunden werden kann. Der Zeitaufwand des Verfahrens ist nicht
zufriedenstellend, während die Statistik zur Konditionszahl in Tabelle 5.1 zeigt, dass man
eine moderate Kondition und Anzahl an Iterationen des SQP-Lösers erwarten kann. Die ge-
naue Ausgestaltung zur Formulierung und Implementierung ist daher noch nicht günstig und
bedarf daher weiterer Ausarbeitung. Die Ergebnisse rechtfertigen jedoch eine radiologische
Überprüfung der Methode für den Lumbarbereich in einem weiteren Einzelfall.
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5.2 Einzelfallexperiment Torsionsbewegung
Da eine weitere radiologische Untersuchung innerhalb dieser Arbeit nicht möglich ist, wird
ein geeigneter Satz von CT-Kurven aus bereits veröffentlichten Experimenten zur radiolo-
gischen Überprüfung genutzt; die MRT-Bilder des Probanden A werden zur Schätzung der
Lage Hautmarker wiederverwendet.
5.2.1 Datenbasis
Die Überprüfung erfolgt anhand einer an der Rush University, Chicago, Illinois (USA) durch-
geführten Studie zu definierter Torsion der Lendenwirbelsäule, siehe Ochia u. a. (2006). Dar-
in wird nach einem standardisierten Protokoll Becken (d.h. proximal zur Lendenwirbelsäule)
und Schulter (d.h. distal zur Lendenwirbelsäule) an der Symmetrieachse eines Torsiometers
(Torsion Rotation Control Apparatus, TRCA) zentriert ausgerichtet und mit Gurten suppin
fixiert; Polster im Lendenbereichs minimieren Verformungen infolge der Schwerkraft. Die
Probanden werden in definierter Oberkörpertorsion von 0◦ (neutral), 30◦ rechts/links und
50◦ rechts/links im CT radiologisch vermessen; die Zentrierungsprozedur wird vor jeder
Messung wiederholt. Ergeben sich in der Untersuchung pathologische Veränderungen der
Wirbelsäulenlinie, wird der betreffende Proband aus der Studie ausgeschlossen.
Die CT-Messungen sind als Punktwolken der Wirbel S1, L1-L5 und Th12 zu Voxel der Kan-
tenlänge 1 mm diskretisiert. Zur Reduzierung der Strahlenbelastung wird nur der Lumbarbe-
reich vermessen. Im vorliegenden Fall ist dadurch der Wirbel Th12 nicht in allen Messungen
vollständig abgebildet, die hintere Wirbelmauer und das Wirbelmauerzentrum sind jedoch
zu identifizieren.
Die Prozedur wird im Ganglabor an einem Probanden B (männlich, 46 Jahre, 72 Kg, 1,79m
Körpergröße, asymptomatisch) aus dieser Studie wiederholt. Dazu wird der TRCA senk-
recht im Ganglabor aufgerichtet, siehe Bild 5.7. Hautmarker werden in der Nähe der hinte-
ren Dornfortsätze der Wirbel S1 (Sacrum)=M1, L4=M2, L3=M3 und L1=M4 platziert; um
die Lage und Orientierung der Basis ossis sacri K02 zu schätzen werden zusätzlich Marker
an den Punkten linker hinterer Beckenbogen (LSPI=M5) und rechter hinterer Beckenbogen
(RPSI=M6) platziert. Der Proband wird zentriert, die definierten Torsionen 0◦ (neutral), 30◦
rechts/links und 50◦ rechts/links werden eingebracht und die Hautmarkerpositionen mit ei-
nem 12-Kamera optoelektronischen Motion-Capture System vom Typ Oqus, Qualisys, Go-
thenburg, Schweden, bei einer Abtastrate von 120 Hz gemessen.
Die Indizes p = 1, ..., 5 werden für die übrigen Ausführungen fest definiert für die Haltun-
76 Kapitel 5. Experimentelle Überprüfung des Konzepts
p
Sacr
LPSI
L1
L3
L4
Symmetrieachse
Sockel
Relativbewegung 
zum Sockel
Sagittale
p
Symmetrieachse Senkrechte
Senkrechte
Frontale
L1
L3
L4
Sacr
RPSI
LPSI
Lateral
Torsion
L1
L3
L4
LPSI
RPSI
Sacr
C3
C7
Th4
Os Sacrum
Senkrechte
Lateral
AnteriorSacr
p
Sagittale
Distal
Proximal
Proximal
Superior
AnteriorL5
Abbildung 5.7: Proband B in neutraler Haltung am TRCA (oben), Definition des sakrumfes-
ten Koordinatensystem K1 (unten, links), Ausrichtung der Wirbelkörper (unten, links). Foto:
Dr. Aléjandro Espinoza Orias, mit Genehmigung zur Reproduktion.
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gen 30◦ links rotiert=1, 50◦ links rotiert=2, 30◦ rechts rotiert=3, 50◦ rechts rotiert=4 und neu-
tral=5. Für die Wirbelkörper Vi werden die festen Indizes i = 0, ..., 6 eingeführt in der Rei-
henfolge Os sacrum=0, L5=1, ..., L1=5, Th12=6 entsprechend der Konvention in Abschnitt
4.1.1. Diese Wirbelkörper bilden die Modellwirbel für das Bewegungssegment der Lenden-
wirbelsäule nach Abschnitt 4.1.1, das damit definierte Splinekurven-Modell hat sechs Seg-
mente. Die stereophotogrammetrisch gemessenen Hautmarkerpositionen in der Haltung p
werden mit 0rMj,p notiert für die definierten Hautmarker Mj , j = 1, ..., 7. Die MRT-Messung
des Probanden A, sowie die in Abschnitt 5.1.2 daraus abgeleiteten Größen werden als Hilfs-
messung mit dem Index p = 6 notiert.
Eine Analyse der Literatur und des Versuchsaufbaus ergibt folgende Unsicherheiten in der
Auswertung:
a) Unsicherheiten zwischen Rotationsmessungen an Proband B:
Proband B ist in neutraler Haltung zentriert an der Symmetrieachse des TRCA ausge-
richtet, so dass die Sagittalebene des Probanden an der Symmetrieachse ausgerichtet
ist. Die Autoren Ochia u. a. (2006) geben einen Fehler in Lage und Orientierung der
Wirbelkörper von 0,1mm und 1◦ zwischen Messungen über alle Teilnehmer der Stu-
die an. Sie führen dafür die Hauptachsenform der Punktewolken zur Bestimmung von
körperfesten Koordinaten unter der Bezeichnung „allgemeine Eigenvektor-Methode“
an. Geringe Relativbewegungen des Schultersegments zur Symmetrieachse zwischen
den Messungen, also distal (siehe Bild 5.7, oben) zur Lumbarkurve haben nur geringe
Auswirkungen auf die Lumbarkurve und werden im weiteren vernachlässigt.
Während der stehenden Messung ist das Becken des Probanden B in festem Kontakt
mit dem Sockel des Mechanismus, so dass das Becken frontal am Sockel ausgerichtet
ist; der Abstand des Beckens zum Sockel ist annähernd konstant, siehe Bild 5.7, oben
rechts. Relativbewegung des Beckens zum Sockel in Richtung Superoinferior, also
parallel zur Symmetrieachse des TRCA, ist durch die Fixierung an Schulter und Be-
cken nur gering möglich und wird vernachlässigt. Die Symmetrieachse des TRCA ist
annähernd parallel zur senkrechten Laborachse. Auf der Länge des Lumbarsegments
von ca. 150 mm bewirken Abweichungen der Symmetrieachse von der Senkrechten
bis zu 5◦ eine maximale räumliche Abweichung von ca 14 mm, dieser wird hier ver-
nachlässigt. Der am weitesten proximale Wirbel, L5 ist zentriert am Sockel ausgerich-
tet; dadurch ist die lokale Sagittale annähernd parallel zur globalen Sagittale, siehe
Bild 5.7, unten. Relativbewegungen in anteroposteriorer Richtung – also im rechten
Winkel zur Kontaktfläche an der Sockelfront – werden vernachlässigt.
Relativbewegungen des Beckens in Richtung Lateral – also parallel zum Sockel und
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zum Boden – sind durchaus möglich, siehe Bild 5.7,oben. Tritt eine bedeutende Ver-
schiebung des Beckens zum Sockel auf, kann sich die Orientierung des Beckens zum
Sockel signifikant ändern, so dass die Messung nicht verwertet werden kann. Ansons-
ten ist die Orientierung des Beckens zum Sockel des Mechanismus – bei festem Stand
des Probanden auf dem Boden – annähernd fest. Die Orientierung der Basis ossis sacri
ist durch diese spezielle Ausrichtung in neutraler Haltung bis auf eine Rotation in der
Sagittalen bestimmt.
Die Schwerkraft bewirkt eine eine geringe Verformung der Lumbarkurve. Laut Mauch
u. a. (2010) bewirkt eine Änderung der Haltung von liegend zu stehend eine Stauchung
der Lendenwirbelsäule von 1-2 mm pro Wirbel, sowie eine Änderung der lordotischen
Krümmung ca 6◦. Diese Krümmungsänderung wurde im ursprünglichen Studienpro-
tokoll korrigiert; sie wird daher vernachlässigt.
b) Unsicherheiten in der Markerplatzierung: Die hinteren Dornfortsätze bilden die Sym-
metriebene des Rücken in der Sagittalebene und sind gut palpierbar. Daher wird an-
genommen, dass die Markerpositionen ausreichend Nahe der Sagittalebene liegen. In
Kranialkaudaler Richtung ist die Position der hinteren Dornfortsätze nicht durch Pal-
pierung exakt zu bestimmen, vgl. Labesse u. a. (1996) und Chiari u. a. (2005). In der
MRT Messung des Probanden A ist erkennbar, dass der Hautmarker am Wirbel L3
etwas zu hoch platziert ist, während die übrigen Marker korrekt platziert erscheinen.
Den Fehler infolge Markerplatzierung geben Chiari u. a. (2005) mit durchschnittlich
5.3 mm bis zu 14 mm (maximal) an.
In Bild 5.7 oben ist im Foto sichtbar, dass die Hose des Probanden Verschiebung der
Hautmarker LSPI und RSPI bewirkt. Der Abstand dieser Hautmarker zum Sakrumpo-
dest und zum Sockel des TRCA ändert sich dadurch geringfügig. Es wird angenom-
men, dass diese Hautmarker über Messungen hinweg annähernd festen Abstand zum
Sockel und zur Basis ossis sacri haben, siehe Bild 5.8, unten rechts.
c) Unsicherheiten durch anatomische Unterschiede zwischen Proband A und Proband B:
In vergleichenden Studien variiert der Abstand der Dornfortsätze zur hinteren Wirbel-
mauer um ca 7- 12 mm über Populationen, siehe Wolf u. a. (2001), Lien u. a. (2007)
und Abuzayed u. a. (2010). Für die Variation des Weichteilgewebes über den Dorn-
fortsätzen fehlen Literaturwerte, bei Proband A ist der Abstand der Hautmarker zu
den hinteren Dornfortsätzen jedoch geringer als 20 mm. Ein zusätzlicher Fehler über
die Größenordnung der angenommen 12 mm für Variation der Dornfortsätze hinaus
erscheint unwahrscheinlich.
Die Probanden weisen keine pathologische Krümmung in der Frontalen aus. Sie wur-
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den beide in annähernd suppiner, neutraler Haltung vermessen, zusätzlich wurde bei
Proband B die Lumbarkurve an der Symmetrieachse des TRCA ausgerichtet und durch
Polsterung gegen Abweichung von der neutralen Haltung korrigiert. Die Lumbarkurve
ist zwischen Proband A und B in der Sagittalen unterschiedlich gekrümmt, besonders
im Bereich S1-L5-L4. Die Krümmung im Bereich L4-L3-L2-L1 ist bei den Proban-
den vergleichbar, siehe Bild 5.8. Daher dient im folgenden der Bereich L4-L3-L2-L1
als Referenz für die Lumbarsegmente der Probanden A und B; L4 wird im folgenden
proximales Ende dieses Segments genannt, siehe Bild 5.8, unten.
Es bestehen also a-priori Unsicherheiten in den Messungen von mindestens etwa 10 mm. Für
einen qualitativen Vergleich von CT-Messung und Simulationsergebnissen ist diese Genau-
igkeit ausreichend und bestehende Fehler werden in Kauf genommen. Eine exakte Quanti-
fizierung dieser Fehler kann nicht angegeben werden. Ergeben sich in der Auswertung be-
deutende Abweichungen oder Inkonsistenzen in den Annahmen, werden die betreffenden
Messungen nicht bewertet.
5.2.2 Vereinfachte Annahmen
Die Schätzung Position der Basis ossis sacri des Probanden B im Ganglabor K02 geschieht
nach folgenden vereinfachten Annahmen auf Basis der Ausführungen in Abschnitt 5.2:
1. Die Basis ossis sacri ist starr mit dem Sockel des TRCA verbunden. Mit ihm ist der
Sacrum-Marker M1 starr verbunden.
2. Die Sagittale des Probanden B, und mit ihm die Lumbarkurve und Hautmarker, ist in
neutraler Haltung ideal senkrecht an der Symmetrieachse des TRCA ausgerichtet.
3. Die Basis ossis sacri und die Marker M6 (LSPI) und M7 (RPSI) sind parallel zum
Sockel des Mechanismus ausgerichtet; die Richtung anterior ist waagerecht und or-
thogonal zum Sockel. Anteriore Richtung und Senkrechte spannen die Sagittalebene
des Probanden B auf.
Dazu wird ein beckenfestes Koordinatensystem K1 (siehe Bild 5.7, unten) in Laborkoordi-
naten in der Haltung p wie folgt definiert:
1. Der Ursprung ist im Hautmarker am Sakrum, 0rM1,p ,
2. die senkrechte Raumachse dient als superiore Richtung: 0ex = [0 0 1]T ,
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3. die anteriore Richtung ist zur Senkrechten des Labors und zur Verbindungslinie Mar-
ker rM6,p (LPSI) und rM7,p (RPSI) orthogonal:
0ey =
(0rM6,p −
0rM7,p) ×
0ex
||(0rM6,p −
0rM7,p) ×
0ex||
, (5.3)
4. die laterale Richtung ist gegeben als
0ez =
0ex ×
0ex. (5.4)
Die zu dieser Richtung normale Ebene ist die Sagittale.
Zur einfacheren Darstellung wird im folgenden ein Koordinatensysten K1 unabhängig von
der Messung p notiert und Unsicherheiten gemäß Abschnitt 5.2 zunächst vernachlässigt.
Für die CT-Messungen des Probanden B werden nach Ochia u. a. (2006) sakrumfeste Ko-
ordinatensysteme K3 durch Hauptachsenform der Punktewolken des Os Sacrum eingeführt.
Sie wird in dieser Arbeit durch Singulärwertzerlegung der Kovarianzmatrizen dieser Punkt-
wolken bestimmt. Für die Punktewolken des Os sacrum in der Haltung p, bestehend aus mp
Punkten:
0rp1,m,m = 1, ...,mp, (5.5)
ist der Mittelwert der Koordinaten (Schwerpunkt der Massepunkte) definiert als
0rˆp =
1
mp
mp∑
m=1
0rp1,m, (5.6)
die positiv-definiten, 3×mp dimensionalen Kovarianzmatrizen der Punktekoordinaten sind
durch die quadrierten Abweichungen vom Mittelwert definiert:
COVp = (
0r1,m −
0rˆp)(
0r1,m −
0rˆp)
T , m = 1, ...,mp, (5.7)
durch die Singulärwertzerlegung der Kovarianzmatrizen
UpSpVp = COVp, (5.8)
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Abbildung 5.9: Abbildung der Marker auf die CT Kurven (links) und die PVL (rechts) für
Posen Neutral, L30, R30.
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ist die unitäre Matrix der Eigenvektoren Up der Punktewolke des Os sacrum in Haltung p
definiert, vgl. Ochia u. a. (2006), und das sakrumfeste Koordinatensystem in Haltung p wird
definiert durch die homogene Transformationsmatrix
0
Ap =
[
Up
0rˆp
0 1
]
.
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Abbildung 5.10: Abbildung der Marker auf die CT Kurven (links) und die PVL (rechts) für
Posen R50, L50.
Zur einfacheren Darstellung wird ein einzelnes Koordinatensystem K3 unabhängig von p
notiert und Unsicherheiten gemäß Abschnitt 5.2 zunächst vernachlässigt. Die Punktewolken
sind in Hauptachsenform übereinstimmend mit den Ergebnissen von Ochia u. a. (2006) bis
auf einen Diskretisierierungsfehler von 0,5 mm in Deckung. Die WMZ und die lokalen klini-
schen Achsen der Wirbelkörper Vi, i = 0, ..., 6 werden durch Feinverschiebungen von 1 mm
mit drei translatorischen Freiheitsgraden entlang den klinischen Achsen und Feinrotationen
von 1◦ mit drei rotatorischen Freiheitsgraden bestimmt, wie im Abschnitt 5.1.2 beschrieben.
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Um kleine Unsicherheiten in der Segmentierung der Wirbelkörper und händischer Bestim-
mung zuzulassen, wird jede der fünf CT-Messungen separat bearbeitet.
Die so bestimmten WMZ in der Haltung p werden mit 3p
i,p
, i = 0, ..., 6 notiert, die lokalen
klinischen Achsen mit 3ei,px , 3ei,py und 3ei,pz . Die Referenzkurve 3r0(s) und Modellkurven für
die übrigen Haltungen und für die Hilfsmessung p = 6, 3r(s)p werden wie in Abschnitt
4.1.1 beschrieben aus den ermittelten WMZ 0p
i,p
, i = 1, ..., 6 bestimmt. Proband A ist in der
MRT Messung suppin und neutral annähernd an den Achsen des MRT-Geräts ausgerichtet,
siehe Bild 5.1; zur Schätzung der räumlichen Ausrichtung des Probanden A werden die
Richtungen des MRT-Koordinatensystem mit 3e1,6x für Superior, 3e1,6y für anterior und 3e1,6z
für Lateral notiert.
Gemäß den Ausführungen in Abschnitt 5.2 werden die Hautmarker des Probanden A (p = 6)
auf die neutrale Haltung des Probanden B (p = 5) nach folgenden vereinfachten Annahmen
abgebildet:
1. Die Ausrichtung der Lumbarsegmente von Proband A und Proband B ist bis auf klei-
ne Rotation in der Sagittalen und anatomische Unterschiede in sagittaler Krümmung
identisch.
2. Die Lumbarsegmente können so skaliert und orientiert werden, dass i) die Sagittalebe-
nen parallel ausgerichtet sind und ii) das Segment L4-L3-L2-L1 in Deckung gebracht
wird. Dieses Segment wird auf den proximalen Wirbel L4 als Ursprung, sowie die
Verbindungslinie zwischen L4 und L1 reduziert, siehe Bild 5.8, blaue Achse.
3. Der Abstand der WMZ der Wirbel L4 und L1 von der Sagittalebene werden vernach-
lässigt; die superiore Richtung des Segments L4-L3-L2-L1 wird durch die Verbin-
dungslinie L4-L1 definiert. Diese Linie spannt mit der anterioren Achse des proxima-
len Wirbels L5 die Sagittale auf. Die Richtung anterior des Segments L4-L3-L2-L1 ist
orthogonal zur lokalen lateralen Achse dieses Wirbels, 3e1,5z , bzw. zur lokalen Achse
des MRT für Proband A, 3e1,6z , siehe Bild 5.8, unten links.
4. Die Abstände der Hautmarkerpositionen zur Sagittalebene werden vernachlässigt. Ge-
ringe Unterschiede in der Krümmung im Bereich L4-L5-S1 werden in Kauf genom-
men.
5. Die Hautmarkerpositionen sind bis auf die aufgezählten geringen Abweichungen und
Fehler infolge Platzierung gleich. Die Verbindungslinie der beiden äußersten Hautmar-
ker am Lumbarsegment, L1 und Sakrum, ist in neutraler Haltung daher nach Projektion
auf die Sagittale in MRT, CT und Ganglabor parallel, siehe Bild 5.8, rote Achse.
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Der Skalierungsfaktor swird nach Punkt 3., ii) definiert durch den Abstand zwischen Sakrum
und L1:
s =
||p5
6
− p5
0
||
||p6
6
− p6
0
||
. (5.9)
Für die Abbildung der Segmente L4-L3-L2-L1 in MRT (p = 6) und CT, neutral (p = 5) wird
das Koordinatensystem Kp4 definiert, mit Ursprung in Wirbel L4, 3p5,p, siehe Bild 5.8, blaue
Achsen. Die Orientierung ist gegeben durch:
3ex =
3p
5,p
− 3p
1,p
||3p
5,p
− 3p
1,p
||
(Verbindungslinie L1-L4) (5.10)
3eˆy =
3e1,pz ×
3ex
||3e1,pz × 3ex||
(Anterior, Proximal) (5.11)
3e1,pz =
3e1,px ×
3e1,py (Lateral, Proximal ) (5.12)
Die vereinfachten Annahmen zur Abbildung der MRT-Messung auf die CT-Messung besa-
gen, dass K54 auf K64 abgebildet wird. Unsicherheiten in der Bestimmung werden wie vorher
vernachlässigt und zur Vereinfachung ein einzelnes Koordinatensystem K4 für das Segment
L4-L3-L2-L1 notiert. Nach den Annahmen ist die Lage der Basis ossis sacri im Ganglabor
über alle Haltungen p = 1, ..., 5 hinweg bis auf eine Rotation ϕ in der Sagittalebene um
den Hautmarker am Sakrum definiert: K4 und K1 sind jeweils an der Sagittalebene ausge-
richtet. Diese Orientierung wird in neutraler Haltung aus den Annahmen zur Abbildung der
Hautmarker auf die MRT-Messung des Probanden A geschätzt durch (siehe Bild 5.8):
1. Die Position des Hautmarkers am Wirbel L1 im sakrumfesten Koordinatensystem K1,
4rM1,5 und in K4,
4rM1,6 .
2. Die Verbindungslinie zwischen den Hautmarkern L1 (M4) und Sakrum (M1), projiziert
auf die Sagittalebene dieser Koordinatensysteme (rote Linie in Bild 5.8, oben):
ϕ = arctan((rM4,6 − rM1,6)
T e6y, (rM4,6 − rM1,6)
T e6x))− (5.13)
arctan((rM4,5 − rM1,5)
T ey, (rM4,6 − rM1,6)
T ex)). (5.14)
Die sichtbaren Fehler bzw. Inkonsistenzen sind in der Größenordnung von etwa 10 mm, zu
sehen in der Abweichung der lumbaren Kurven, der hinteren Dornfortsätze und Abweichung
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Tabelle 5.2: Performance-Zahlen des Lösungsverfahren
Mittelwert Min Max
Anzahl Iterationen 56,2 44 69
CPU Zeit (s) 4,46 3,49 5,47
Konditionszahl bei Lösung 40,72 19,54 81,18
der Hautmarker von der Sagittalebene, siehe Bild 5.8, unten. Zusätzliche Unsicherheiten be-
stehen in Anatomie und Bewegungen des Weichgewebes, Markerplatzierung und Verletzun-
gen der a-priori Annahmen, die nicht quantifiziert werden können. Man bemerkt jedoch,
dass die geschätzten Hautmarkerpositionen den idealen Positionen nahe scheinen, zu erken-
nen an den Strahlen durch PVL und hintere Dornfortsätze, mit Ausnahme des Hautmarkers
L3; dieser erscheint zu hoch platziert, siehe Bild 5.8, oben. Die Schätzung wird daher für die
neutrale Haltung akzeptiert und auf alle Haltungen ausgeweitet. Man erhält die geschätzten
Positionen der WMZ und Modellkurven im sakrumfesten Koordinatensystem, 1p
i,p
, und die
daraus abgeleiteten Modellkurven 1r(s)p für die bewegten Haltungen p = 1, ..., 4 und die
neutrale Haltung p = 5.
Um den Einfluss kleiner Abweichungen von den Annahmen zu prüfen, werden die Abstän-
de der Hautmarker rMj,p , j = 1, ..., 4 zu den Modellkurven
1r(s)p bestimmt, in dem der
Parameterraum der Modellkurven in 500 gleichverteilte Punkte sδt = t · ℓ6, t = 1, .., 500
diskretisiert und der Abstand dj,p durch vollständige Suche nach dem Minimum genähert
wird, vgl. Abschnitt 4.2:
dj,pp = argmin
sj
{||1rMj,p −
1r(sj)
p||}. (5.15)
In Abbildung Bild 5.11 sind die so geschätzten Abstände dj,p abgebildet. Die Abstände va-
riieren in einem Bereich von ca 1 mm um die Abstände in neutraler Haltung, dies entspricht
in etwa dem minimalen Fehler in den händisch ermittelten PWZ. Die Schätzwerte werden
daher als Konsistent akzepiert. Die geschätzten Hautmarkerpositionen 1rMj,p an den beweg-
lichen Wirbeln des Kurvenmodells j = 2, ..., 4, die Abstände dj,p und die Kurve in der
neutralen Haltung p = 5, 1r(s)5 werden zur Schätzung der i-PVL nach der Methode aus
Kapitel 4 benutzt. Als Steifigkeitsparameter werden die in Abschnitt 5.1.2 ermittelten Werte
wβ = wγ = 1, wk = 1000, tk =
18
π
übernommen.
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Abbildung 5.11: Abstand der Hautmarker zur PVL (oben), Fehlanpassung der i-PVL (unten)
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5.2.3 Ergebnisse
Die geschätzten Positionen der Wirbelkörper und Hautmarker sind in Bild 5.9 und Bild 5.10
zu sehen. Die geschätzten i-PVL und aus den CT-Punktewolken bestimmten WMZ sind in
Bild 5.12 abgebildet. Es ergeben sich geringe Abstände der händisch bestimmten WMZ
(blau) zu der geschätzten i-PVL. In Bild 5.11 findet sich als Maß für die Fehlanpassung der
i-PVLs der Abstand der WMZ von den geschätzten i-PVL für jede Haltung. In der Pose R30
geht dieser Fehler über 10 mm hinaus, für die restlichen Haltungen bleibt der Anpassungs-
fehler unterhalb von 7mm. In der Haltung R30 zeigt ein Abgleich von Hautmarkerpositionen
und Wirbelkörpern eine sichtbare Translation des Sakrums gegenüber der Markermessung.
Es erscheint daher wahrscheinlich, dass während der Ganglabormessung dieser Haltung ei-
ne signifikante Verschiebung des Beckens von Proband B entlang des Sockels stattgefunden
hat. Diese Messung wird daher nicht weiter bewertet. Eine gründlich visuelle Inspektion der
übrigen Messungen zeigt keine offensichtliche Diskrepanz oder Inkonsistenzen in den ver-
einfachten anfänglichen Annahmen. Auf der Höhe des Markers L1 ist der Fehler in diesen
Messungen etwa 4 mm.
Tabelle 5.2 zeigt die numerischen Performance-Zahlen des zugrundeliegenden Optimierungs-
problems für das symbolische Wirbelsäulenmodell. Es ergibt sich eine moderate bis gute
Kondition bei vertretbarem Rechenaufwand zur Lösung mithilfe des SQP-Lösers.
5.2.4 Diskussion
Für die nach Auswertung der Ergebnisse verwertbaren Messungen bleibt der Anpassungs-
fehler unterhalb der a-priori angenommenen Fehlern von ca. 10 mm bei einem moderaten nu-
merischen Aufwand. Im Experiment es ergibt sich eine plausible Anpassung der geschätzten
PVL an die radiologischen Messungen im Lumbarbereich. Aufgrund der geringen Datenba-
sis und unbekannten Unsicherheiten ist keine Verbesserung dieses Ergebnis ohne neuerliche
Messungen zu erwarten. Legt man die geschätzten Normalabstände von ca. 60 mm zugrun-
de, entspricht eine Abweichung unter 4 mm auf Höhe des Markers L1 einem Fehler in der
Rotation um die superiore Achse unterhalb von 4◦. Dies ist in dem Bereich, den Stinton
(2011) für den Fehler in Rotation für diesen Marker angibt.
Diese Schätzung erfolgt auf Basis von vier Hautmarkern entlang des Lumbarsegments, was
der in der Zielsetzung formulierten Funktionalität des Verfahrens unter Benutzung weni-
ger Hautmarker entspricht. Insofern wurden die Zielsetzungen aus Abschnitt 2.4 erreicht.
Die sich ergebende Genauigkeit für Rotation im Lumbarbereichs ist sehr ermutigend, da zur
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Abbildung 5.12: Abstand der WMZ (blau) zu den geschätzten i-PVL (schwarz). Rot: Haut-
marker
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Schätzung der lokalen Ebenen auf Wirbelkörperebene die Modellierung mit dem sakrumpar-
allelen Darboux-Dreibein benutzt wurde. Eine genauere Identifikation der klinischen Ebenen
war in diesem Spezialfall nicht nötig. Es muss klar herausgestellt werden, dass die Aussage
dieser Ergebnisse nicht über reine Machbarkeit und Plausibilität hinausgehen, da zum Nach-
weis der Validität - auch in Spezialfällen - eine Studie mit einer klinsch relevanten Anzahl
an Teilnehmern nötig ist. Zur Planung einer solchen Studie sind weitere Voruntersuchungen
notwendig, die auf Basis der in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse geplant werden können.
Für eine quantitative Aussage zum Anpassungsfehler wäre ein direkter Abgleich von Haut-
markerpositionen und der PVL, wie sie beispielsweise durch räumliche Fluoroskopie in Ver-
bindung mit radiologisch ortbaren Hautmarkern möglich ist, hilfreich. Auch die Nutzung
von sogenannten Funktions-MRT in Verbindung mit ortbaren Hautmarkern käme für die di-
rekte Bestimmung von Hautmarkerpositionen und Lumbarkurve in Betracht. Dabei sollte
auch die Schätzung der klinischen Ebenen durch das sakrumparallele Dreibein hinterfragt
werden und durch quantitative Studien belegt werden. Die Unsicherheiten in der Zuordnung
von gemessenen Hautmarkern zur radiologischen Untersuchung sind bei der in dieser Arbeit
benutzten, indirekten Methode für eine quantitative Ausrichtung zu beträchtlich. Dies sollte
das Ziel folgender Untersuchungen sei.
6 Ausblick
Die in dieser Arbeit angegebenen Ergebnisse weisen über die reine Machbarkeit des Ver-
fahrens und Grenzen bei der Modellierung der gesamten Wirbelsäule nicht hinaus. Sie sind
einzelne Fallstudien für zwei Personen. Daher sollte das Verfahren an Stichprobengrößen
von klinischer Aussagekraft erprobt werden, um konkrete Aussagen über die Genauigkeit,
auch im Vergleich zu anderen Methoden oder zu einem Goldstandard, treffen zu können.
Zunächst könnten Versuche wie in Abschnitt 5 durchgeführt werden. Wegen der geringen
Strahlendosis sollten dabei MRT-Aufnahmen an die Stelle der CT-Aufnahmen gesetzt wer-
den.
Dabei wäre ein Vergleich der geschätzten Lumbarrotation, oder zumindest der Lage der Wir-
belmauerzentren mit anderen Methoden zur Identifikation der Rotation im Lumbarbereich,
möglich. Man könnte dabei verschiedene Steifigkeitsparameter testen, etwa zur Abgrenzung
von unauffälligen Steifigkeiten gegen pathologische Steifigkeiten, oder unauffälliger Krüm-
mung gegen pathologischen Krümmungen.
Zum Problem der Schätzung der Wirbelsäulenlinie in Form eines Mehrkörpermodells aus
einer Spline-Kurve als Referenz gibt es eine Reihe von Arbeiten, siehe z.B. Moura u. a.
(2009) und Moura u. a. (2011). Es wäre interessant, diese Verfahren mit dem symbolischen
Wirbelsäulenmodell zu kombinieren und so über den Umweg der Bestimmung eines Kurven-
modells aus wenigen Hautmarkerpositionen zu einer Schätzung der Lage der Wirbelkörper
zu kommen. Die im Abschnitt 5.2 beschriebenen Daten zur Oberkörpertorsion würden sich
zum direkten Vergleich mit radiologischen Aufnahmen eignen. Eine Kombination solcher
Verfahren mit dem symbolischen Wirbelsäulenverfahren in einer Kosimulation könnte auch
geprüft werden. Hierzu müsste jedoch mindestens eine gute numerische Performance der
Anpassungsprozedur gegeben sein.
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